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 الوحدة الأولى
 النهايات و الاتصال

𝑓  :𝑓(𝑥)إذا كانت الدالة   مثال   = {
𝑥2 − 3   :  𝑥 < 2

𝑥 − 1   :  𝑥 > 2
    

lim𝑥→ 2فأوجد إن أمكن                            𝑓(𝑥) 

 " نوجد النهاية من جهة اليمين و النهاية من جهة اليسار و نقارن بينهما"الحل : 

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2−

(𝑥2 − 3) = 22 − 3 = 1 
lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2+

( 𝑥 − 1) = 2 − 1 = 1 
∵ lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = 1                  ∴ lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) = 1 
*************************************** 

g :g(𝑥)ا كانت الدالة إذ = {
𝑥2 − 2  :    𝑥 ≤ 0

𝑥 − 1   :   𝑥 > 0
 

lim𝑥→0 فأوجد إن أمكن                 g(𝑥) 

  

 )النهاية من جهة اليسار(

 )النهاية من جهة اليمين(
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 :وجد أ ثال:م

lim
𝑥→−2

𝑥2 + 3𝑥 + 2

𝑥2 − 4
 

يض المباشر عن      0  في كل من البسط و المقام نحصل على صيغة غير معينة2− بـ   𝑥عند التعو
0

 
 

lim
𝑥→−2

𝑥2 + 3𝑥 + 2

𝑥2 − 4
= lim

𝑥→−2

(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)

(𝑥 − 2)(𝑥 + 2)
= lim

𝑥→−2

𝑥 + 1

𝑥 − 2
 

 

lim
𝑥→−2

𝑥2 + 3𝑥 + 2

𝑥2 − 4
= lim

𝑥→−2

𝑥 + 1

𝑥 − 2
=
−2 + 1

−2 − 2
=
1

4
  

*************************************** 

 أوجد 

lim
𝑥→1

𝑥2 + 𝑥 − 2

𝑥2 − 𝑥
 

  

𝑥) مقامنحلل كل من البسط و المقام نحصل على عامل صفري مشترك بين البسط وال +  نختصره (2

lim
𝑥→−2

(𝑥 − 2) = −4  , −4 ≠  0 0نتحقق من أن نهاية المقام  ≠ 
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 :وجد أ ثال:م

lim
𝑥→0

(3 + 𝑥)3 − 27 

𝑥
 

يض المباشر عن 0 عينةفي كل من البسط والمقام نحصل على صيغة غير م0 بـ   𝑥عند التعو
0

 
𝑎)باستخدام المتطابقة  نحلل كل من البسط و المقام + 𝑏)3 = 𝑎3 + 3𝑎2𝑏 + 3𝑎𝑏2 + 𝑏3  

  نختصره (𝑥) نحصل على عامل صفري مشترك بين البسط والمقام

lim
𝑥→0

(3 + 𝑥)3 − 27

𝑥
= lim

𝑥→0

(3 + 𝑥)3 − 33

𝑥
= lim

𝑥→0

33 + 3(3)2𝑥 + 3(3)𝑥2 + 𝑥3 − 27

𝑥
 

lim
𝑥→0

27 + 27𝑥 + 9𝑥2 + 𝑥3 − 27

𝑥
= lim
𝑥→0

𝑥(27 + 9𝑥 + 𝑥2)

𝑥
 

= lim
𝑥→0

(𝑥2 + 9𝑥 + 27) = 02 + 9(0) + 27 = 27 

*************************************** 

 أوجد:

lim
𝑥→0

(2 + 𝑥)3 − 8 

𝑥
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                     : أوجد إن أمكن :مثال 

lim
𝑥→2

√𝑥2 + 5 − 3

𝑥2 − 2𝑥
   

 الحل :     

يض المباشر عن       0  في كل من البسط و المقام نحصل على صيغة غير معينة2 بـ   𝑥عند التعو
0

 
 

lim
𝑥→2

√𝑥2 + 5 − 3

𝑥2 − 2𝑥
= lim

𝑥→2

√𝑥2 + 5 − 3

𝑥2 − 2𝑥
×
√𝑥2 + 5 + 3

√𝑥2 + 5 + 3
 

= lim
𝑥→2

𝑥2 + 5 − 9

𝑥(𝑥 − 2)(√𝑥2 + 5 + 3)
= lim

𝑥→2

 ( 𝑥 − 2)(𝑥 + 2)

𝑥(𝑥 − 2)(√𝑥2 + 5 + 3)
 

= lim
𝑥→2

𝑥 + 2

𝑥(√𝑥2 + 5 + 3)
 

lim
𝑥→2

(𝑥2 + 5) = 9     ;   9 > 0 
 

lim(
𝑥→2

𝑥(√𝑥2 + 5 + 3)) = lim
𝑥→2

𝑥, lim
𝑥→2

(√𝑥2 + 5 + 3)=2(3 + 3) = 12  ; 12 ≠ 0          

lim
𝑥→2

√𝑥2 + 5 − 3

𝑥2 − 2𝑥
= lim

𝑥→2

𝑥 + 2

𝑥(√𝑥2 + 5 + 3)
=

lim
𝑥→2

(𝑥 + 2)

lim
𝑥→2

(𝑥(√𝑥2 + 5 + 3))
=
4

12
=
1

3
 

*************************************** 
        : أوجد

lim
𝑥→2

√2𝑥 − 3 − 1

𝑥 − 2
 

 

 

  

𝑎√)نضرب البسط و المقام بمرافق البسط  − 𝑏)(√𝑎 + 𝑏) = 𝑎 − 𝑏2 

0نتحقق من أن نهاية ماتحت الجذر   < 

0نتحقق من أن نهاية المقام   ≠ 
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lim𝑥→−1 أوجد إن أمكن : :مثال  
3

|𝑥+1|
 

 الحل :  

3

|𝑥 + 1|
= {

3

𝑥 + 1
      :     𝑥 > −1

−3

𝑥 + 1
      :     𝑥 < −1

  

lim
𝑥→−1+

3

|𝑥 + 1|
= lim  

𝑥→−1+
(3 ×  

1

𝑥 + 1
)  = ∞ 

3لأن  > 0, lim  
𝑥→−1+

 
1

𝑥+3
 = ∞ 

lim
𝑥→−1−

3

|𝑥 + 1|
 = lim

𝑥→−1−

−3

𝑥 + 1
 = lim

𝑥→−1−
(−3 ∙

1

𝑥 + 1
) 

∵  lim  
  𝑥→−1−

 
1

(𝑥 + 1)
= −∞,−3 < 0  

∴ lim  
  𝑥→−1−

 (−3.  
1

𝑥 + 1
) = ∞     

lim  
𝑥→−1 

 
1

|𝑥 + 1|
= ∞ 

*************************************** 

lim𝑥→2     أوجد إن أمكن :
3

|𝑥−2|
      

 
  

 (1)

 )2(

  )2(,)1( من
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 : أوجد     :مثال 

lim
𝑥→∞

√2𝑥2 − 𝑥

𝑥 + 1
 

 الحل : 

lim
𝑥→∞

√2𝑥2 − 𝑥

𝑥 + 1
 

lim
𝑥→∞

√2𝑥2 − 𝑥

𝑥 + 1
= lim

𝑥→∞

√𝑥2 (2 −
1
𝑥
)

𝑥 (1 +
1
𝑥
)
= lim

𝑥→∞

|𝑥|√(2 −
1
𝑥
)

𝑥 (1 +
1
𝑥
)

 

= lim
𝑥→∞

𝑥 √(2 −
1
𝑥
)

𝑥 (1 +
1
𝑥
)
= lim

𝑥→∞

√(2 −
1
𝑥
)

(1 +
1
𝑥
)
  , ∵ 𝑥 > 0 ∴ |𝑥| = 𝑥   

lim
𝑥→∞

(2 −
1

𝑥
) = lim

𝑥→∞
2 − lim

𝑥→∞

1

𝑥
= 2 − 0 = 2   , 2 > 0 

lim𝑥→∞ (1 +
1

𝑥
) = lim

𝑥→∞
1 + lim

𝑥→∞

1

𝑥
= 1 + 0 = 1   , 1 ≠ 0 

lim
𝑥→∞

√2𝑥2 − 𝑥

𝑥 + 1
=
lim
𝑥→∞

√(2 −
1
𝑥
)

lim
𝑥→∞

(1 +
1
𝑥
)
=
√ lim
𝑥→∞

(2 −
1
𝑥
)

lim
𝑥→∞

(1 +
1
𝑥
)
=
√2

1
= √2 

*************************************** 

∞→lim𝑥 :       أوجد 
𝑥−2

√𝑥2+2𝑥−4
      

  

> 0نتحقق من أن نهاية ماتحت الجذر 

≠ 0 المقامنتحقق من أن نهاية 
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 :أوجد: مثال 

lim
𝑥→0

𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥

cos 𝑥 − 1
 

lim
𝑥→0

sin 𝑥

2𝑥2 − 𝑥
= lim

𝑥→0

sin 𝑥

𝑥(2𝑥 − 1)
= lim

𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
∙

1

2𝑥 − 1
 

= lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
× lim
𝑥→0

1

2𝑥 − 1
=1 ×

1

−1
= −1 

lim
𝑥→0

(2𝑥 − 1) = −1 ≠ 0, lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
= 1 

*************************************** 
 :أوجد

lim
𝑥→0

𝑥2

1 − cos 𝑥
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𝑥عند    𝑓ابحث اتصال الدالة                                              : 𝑓لتكن   :مثال  = 0  

 

(1)               𝑓(0) =  (0)2 + (0) = 0  
lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

(𝑥2 + 𝑥) = (0)2 + 0 = 0 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) =  lim
𝑥→0+

(
𝑥2

𝑥 + 1
) =

02

0 + 1
  , lim
𝑥→0+

(𝑥 + 1) = 0 + 1 = 1 ≠ 0 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) =  lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 0    ⟹     lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 0           (2) 
lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) 

𝑓 = 𝑥  متصلة عند ∴ 0  
***************************************  

𝑓      :𝒇(𝒙)لتكن  =  {𝒙
𝟐 + 𝟑𝒙   : 𝒙 ≥ 𝟏
𝟓𝒙 − 𝟏    ∶ 𝒙 < 𝟏

𝑥عند    𝑓ابحث اتصال الدالة    = 1      

  

     

  

 (2)و  (1)من 

 :الحل

𝒇(𝒙) =  {
𝒙𝟐 + 𝒙   : 𝒙 ≤ 𝟎
𝒙𝟐

𝒙 + 𝟏
       ∶ 𝒙 > 𝟎
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𝑥عند  ةالتالي ةابحث اتصال كل من الدال   :مثال = −2:   
𝒇(𝒙) = √𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑    

 

𝐠   :      𝐠(𝒙)نفرض أن = 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑 

𝐠  دالة متصلة عند 𝒙 = −𝟐  

𝐠 (−𝟐) وحيث أن       = (−𝟐)𝟐 − 𝟒(−𝟐) + 𝟑 = 𝟏𝟓    , 15  > 𝟎  

𝒇(𝒙) حيث   𝒇الدالة   = √𝐠 (𝒙 ) = √𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝒙 متصلة  عند   𝟑 = −𝟐  
*************************************** 

𝑥عند  ةالتالي ةابحث اتصال كل من الدال   :مثال = 2:   
𝒇(𝒙) = √𝒙𝟐 − 𝟑    
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𝒇(𝒙)لتكن :  :مثال  =
|𝒙|

𝒙+𝟐
  ,  𝐠(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝒇 ابحث اتصال الدالة  𝟑 ∘ 𝐠   عند 𝒙 = 𝟏 

  𝐠                  دالة كثيرة حدود متصلة عند 𝒙= 1          (1) 
𝐠(𝟏) = 𝟐(𝟏) + 𝟑 = 𝟓  

  𝒇    دالة متصلة  عند كل 𝒙 ∈ ℝ − {−𝟐} 

 دالة قسمة دالة قيمة مطلقة و كثيرة حدود   𝒇 لأن     

= 𝒙   كل منهما متصلة عندو            𝟏 

𝒙 دالة متصلة عند   𝒇 أي أن       = 𝐠(𝟏)        (2) 

∘ 𝒇  نجد أن  (2) , (1) من  𝐠   متصلة عند 𝒙 = 𝟏 
*************************************** 

𝒇(𝒙)لتكن :    = 𝒙𝟐 + 𝟓 ,  𝐠(𝒙) = √𝒙  ابحث اتصال الدالة 𝐠 ∘ 𝒇   عند 𝒙 = −𝟐    

:ً عند  gنبحث اتصال الدالة  أولا
𝑥 = 1 

نوجد قيمة تلك الدالة  ثانياً :
𝑥عند  =  g(1)أي   1

 عند𝑓نبحث اتصال الدالة  ثالثاً :
𝑥 = g(1) 

 :الحل
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𝒇(𝒙)  لتكن : مثال: = |𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝒙 عند    𝒇 حث اتصال الدالة  اب  | 𝟐 = 𝟎  

𝒉(𝒙) نفرض أن  :  = 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟐 , 𝐠 (𝒙 ) =|𝒙| 

𝒇(𝒙) فنجد أن :                        = (𝐠 ∘ 𝒉)(𝒙)   

  𝐠(𝒉(𝒙)) = 𝐠(𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟐) = |𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟐| 
𝒉  (1)دالة متصلة عند                      𝒙 = 𝟎 

𝒉(𝟎) = 𝟐  
  𝐠 دالة  متصلة عند   𝒙 = 𝟐     (2)           

𝐠     من ∘ 𝒉    :(1) , (2)  متصلة عند𝒙 = 𝟎  

𝒙 متصلة عند   𝒇  أي أن  = 𝟎  
***************************************  

𝒇(𝒙)  لتكن : = |𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝒙 عند    𝒇 حث اتصال الدالة  اب  | 𝟐 = 𝟏  

  

 :الحل
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𝑓: 𝒇(𝒙) لتكن الدالة    :مثال     =

{
 

  𝟓        : 𝒙 = 𝟏    

𝒂𝒙 + 𝒃    : 𝟏 < 𝒙 < 𝟒 

𝒃 + 𝟖     : 𝒙 = 𝟒        

 

,𝑎 أوجد قيمة الثابتيين   [1,4]متصلة على  𝑏 

𝑓 , 1 ]دالة متصلة على  ∵  4 ]    

  ∴  𝑓  متصلة عند𝑥 =  اليسار جهة من  4
lim
𝑥→4−

𝑓(𝑥) = 𝑓(4)       , 𝑓(4) = 𝑏 + 8 
lim
𝑥→4−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→4−

 (𝑎𝑥 + 𝑏) = 4𝑎 + 𝑏 
4𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 8 ⟹ 4𝑎 = 8 ⟹ 𝒂 = 𝟐 

𝑓 ,1 ]دالة متصلة على  ∵  4 ]  

  ∴  𝑓  متصلة عند𝑥 =  اليمين جهة من  1
lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 𝑓(1)          ,   𝑓(1) = 5 
lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

 (𝑎𝑥 + 𝑏) = 𝑎 + 𝑏 
∴ 𝑎 + 𝑏 = 5  

𝑎 + 𝑏 = 5 ⟹ 2 + 𝑏 = 5 ⟹ 𝒃 = 𝟑 
***************************************  

𝑓: 𝒇(𝒙) لتكن الدالة      =

{
 

  𝒙𝟐 − 𝒂    : 𝒙 < 𝟎    

𝟐          : 𝒙 = 𝟎 

 𝒂𝒙 + 𝒃       : 𝒙 > 𝟎        

 

,𝑎 أوجد قيمة الثابتيين   ℝ مجالها  متصلة على 𝑏  

  

 :الحل
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= 𝑓: 𝑓(𝑥)لتكن      :لمثا     √𝑥2 − 7𝑥 + 10  

,6]( ثم ادرس اتصال الدالة على 𝑓) مجال الدالة  𝐷𝑓أوجد            10 ]  

𝑓(𝑥) = √g(𝑥)    , g(𝑥) = 𝑥2 − 7𝑥 + 10 
∴ 𝐷𝑓 = {𝑥: g(𝑥) ≥ 0} 
𝑥2– 7𝑥 + 10 ≥  0  

𝑥2                            المعادلة المناظرة  هي :   − 7𝑥 + 10 = 0     

                 (𝑥 − 5)(𝑥– 2) = 0 ⟹ 𝑥 = 5  ,  𝑥 = 2 
 

,∞−)   هو : 𝑓مجال الدالة  2] ∪ [5,∞) = ℝ –  ( 2 ,  5) 

= 𝑓(𝑥) :  حيث  [ 6,10 ]على   𝑓لدراسة اتصال الدالة  √𝑥2 − 7𝑥 + 10 
g(𝑥) ≥  0       ∀𝑥 ∈ ℝ– (2,  5 )  

[6,10] ∵ –ℝمجموعة جزئية من    (2,5 )    
∴ g(𝑥) ≥ 0        ∀𝑥 ∈ [6,10] 

g: g(𝑥)الدالة    = 𝑥2– 7𝑥 +   [6,10]دالة متصلة على    10

𝑓   [6,10]دالة متصلة على  ∴
*************************************** 

= 𝑓: 𝑓(𝑥)لتكن    √𝑥2 − 2𝑥     أوجد𝐷𝑓  مجال الدالة (𝑓 ثم ادرس اتصال الدالة على )
[−5,0 ]      

مثل إشارة  
   𝑥2معامل 

 +

مثل إشارة  
𝑥 2معامل 

            +

عكس إشارة  
𝑥 2معامل 

 

ـــ

 5 2

 )1(

 )2(

   )1( و )2(من  

 :الحل
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𝑓:  𝑓(𝑥)لتكن   :مثال = √𝑥2 −  5𝑥 +   ,ℝعلى  𝑓ادرس اتصال الدالة  3 4 

g(𝑥)نفرض أن  :    = √𝑥
3

   , ℎ (𝑥) = 𝑥2 − 5𝑥 + 4 
𝑓(𝑥) = (g ∘ ℎ)(𝑥) = g(ℎ(𝑥)) 

=  g(𝑥2 – 5𝑥 + 4) = √𝑥2 – 5𝑥 + 4 3  

∵   ℝ متصلة على ℎ الدالة ∵  ℝ متصلة على    g الدالة  

∴  ℝكل منهما متصلة على لأنها عبارة عن تركيب دالتين   ℝمتصلة على  𝑓 الدالة  

*************************************** 

𝑓:  𝑓(𝑥)لتكن     = √𝑥2 −  9𝑥 +  ,ℝعلى  𝑓ادرس اتصال الدالة  3 4 
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 للصف الثاني عشر علمي  

   الفترة الأولى 
 أ. محمد جبر الخوالدة : إعداد 

  شتققا الا على تطبيقات:  ثالثةالوحدة ال

2018 
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 :  س القسمرئي

 :  الموجه الفني

  :  مدير المدرسة

  



1 

2018/2019

 

 1  

   a    𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 4𝑥3 − 8𝑥2 + 10 
𝑓ℝ

 ℝ
𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 4𝑥3 − 8𝑥2 + 10

𝑓 
′
(𝑥) = 4𝑥3 − 12𝑥2 − 16𝑥 
𝑓 ′(𝑥) =  0

4𝑥3 − 12𝑥2 − 16𝑥 =  0

⟹ 4 𝑥 (𝑥2 − 3𝑥 − 4) =  0 
4 𝑥 (𝑥 − 4)(𝑥 + 1) = 0 ⟹ 
𝑥 = 0 , 𝑥 = 4 , 𝑥 = −1 

𝑓(0) = 10  
 𝑓(4) =  44 − 4(4)3 − 8(4)2 + 10 

𝑓(4) =  − 118 
𝑓(−1) = (−1)4 − 4(−1)3 − 8(−1)2 + 10 

𝑓(−1) =  7 
(0,10) , (4,−118), (−1,7)

𝑓

***********************************
*************** 

 1  

   a    𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥2 + 5 
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     b   𝑓(𝑥) = { 3 − 𝑥          ∶ 𝑥 < 0
3 + 2𝑥 − 𝑥2: 𝑥 ≥ 0 

 

𝒇′(𝒙) =

{
 

 
−𝟏   : 𝒙 < 𝟎

:تبحث    𝒙 = 𝟎
𝟐 − 𝟐𝒙   :  𝒙 > 𝟎

                        

  𝒇(𝟎) = 𝟑 

𝒇−
′ (𝟎) = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎−

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟎)

𝒙 − 𝟎

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎−

𝟑 − 𝒙 − 𝟑

𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎−

−𝒙

𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎−
(−𝟏) = −𝟏 

𝒇+
′ (𝟎) = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟎)

𝒙 − 𝟎

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝟑 + 𝟐𝒙 − 𝒙𝟐 − 𝟑

𝒙

= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒙(𝟐 − 𝒙)

𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎+
(𝟐 − 𝒙) = 𝟐 

𝒇−
′ (𝟎) ≠ 𝒇+

′ (𝟎) ⟹ 𝒇′(𝟎)      

∴ (𝟎, 𝟑)

(−∞, 0)𝑓′(𝑥) = −1 ,  − 1 ≠ 0

∀𝑥 ∈ (−∞, 0)     , 𝑓′(𝑥) ≠ 0,
∴ 

(0,∞)𝑓′(𝑥) = 2 − 2𝑥 
⟹ 2− 2𝑥 = 0 ⟹ 𝑥 = 1 ∈ (0,∞)     

𝑓(1) = 3 + 2(1) − 12 = 4

∴(1,4)

     b   𝑓(𝑥) = {𝑥2 + 1  ∶ 𝑥 < 1
3𝑥 − 1 ∶ 𝑥 ≥ 1 
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 2
𝑓𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥 + 1 

[−2,1]

𝑓[−2,1]

𝑥 = 1  𝑥 =  − 2 
𝑓(−2) = (−2)3 − 3(−2) + 1 = −1 ,    
   𝑓(1) = (1)3 − 3(1) + 1 = −1  

 
(−2,1)

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥 + 1 ⟹  𝑓′(𝑥) =  3𝑥2 − 3 
𝑓′(𝑥) =  0 ⟹ 3𝑥2 − 3 = 0   ⟹ 𝑥2 = 1 
⟹ 𝑥 = 1 ∉ (−2,1)    ,     𝑥 = −1 ∈ (−2,1)  

𝑓(−1) = (−1)3 − 3(−1) + 1 = 3

(−1,3) ∴

𝑓[−2 , 1]  3

∴3 
𝑓 [−2 , 1]  −1

∴−1 

 2
𝑓𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − 8𝑥 + 9 
[0,4]
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3
𝑓𝑓(𝑥) = 𝑥

2

3 
[−2,3]

𝑓[−2,3]

𝑥 = 3  𝑥 =  − 2 

𝑓(−2) = (−2)
2
3 ≈ 1.587 ,  

  𝑓(3) = (3)
2
3 ≈ 2.08  

 
(−2,3)

𝑓(𝑥) = 𝑥
2
3 ⟹  𝑓′(𝑥) =

 2

3
𝑥−

1
3 =

2

3√𝑥
3  

𝑓′(𝑥) ≠  0   , (2 ≠ 0     )   

𝑥 = 0 ∈ (−2,3)

(0 =𝑥 = 0

𝑓(0) = 0 ⟹ (0,0)   

𝑓[−2 ,  3 ]  

2.08

∴2.08 
𝑓  [−2 , 3 ]  

 0
∴0

 

 

3
𝑓

𝑓(𝑥) = 𝑥
3

5 [−2,3]
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4𝑓 
[1,4]𝑓(𝑥) = 𝑥 +

4

𝑥

𝑓[1,4]     

𝑥 = 4  𝑥 =  1 

𝑓(1) = 1 +
4

1
= 5  

   𝑓(4) = 4 +
4

4
= 5  

 
(1,4)

𝑓(𝑥) = 𝑥 +
4

𝑥
⟹  𝑓′(𝑥) = 1 −

4

𝑥2

⟹ 𝑓′(𝑥) =
𝑥2 − 4

𝑥2
 

𝑓′(𝑥) = 0 ⟹
𝑥2 − 4

𝑥2
= 0 ⟹ 𝑥2 − 4 = 0

⟹ 𝑥2 = 4 
𝑥 = −2 ∉ (1,4)    
  𝑥 = 2 ∈ (1,4) 

𝑓(2) = 2 +
4

2
= 4 

⟹ (2,4)   

𝑓[1,4 ]  5

∴5 
𝑓  [1,4 ]   4

∴4

4𝑓 
[1,3]𝑓(𝑥) =

1

𝑥2

𝑓[1,3]    
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  5  𝒇𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙

[−𝟑, 𝟏]𝒄

 

 𝒇:𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙

ℝ[−𝟑, 𝟏]

(−𝟑, 𝟏)



[−𝟑, 𝟏] 

𝐜 ∈ (−𝟑, 𝟏) 

𝒇′(𝒄) =
𝒇(𝒃) − 𝒇(𝒂)

𝒃 − 𝒂
 

∵ 𝒇(𝟏) = 𝟑   , 𝒇(−𝟑) = 𝟑 
𝒇′(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝟐     
  𝒇′(𝒄) = 𝟐𝒄 + 𝟐 

𝒇′(𝒄) =
𝒇(𝒃) − 𝒇(𝒂)

𝒃 − 𝒂
=
𝒇(𝟏) − 𝒇(−𝟑)

𝟏 − (−𝟑)

𝟐𝒄 + 𝟐 =
𝒇(𝟏) − 𝒇(−𝟑)

𝟏 − (−𝟑)

𝟐𝒄 + 𝟐 =
𝟑 − 𝟑

𝟒
⟹ 𝟐𝒄 + 𝟐 = 𝟎

 𝒄 = −𝟏 ∈ (−𝟑, 𝟏) 

𝒙 = −𝟏

(−𝟑, 𝟑) ,  (𝟏, 𝟑) 

 5  𝒇

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 1

[0, 𝟏]𝒄
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  6𝒇

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙 + 𝟐

[𝟎, 𝟒]𝒄

 
𝒇ℝ

[𝟎, 𝟒] 
(𝟎, 𝟒)

∴

[𝟎, 𝟒]

∴𝐜 ∈ (𝟎, 𝟒) 

𝒇′(𝒄) =
𝒇(𝒃) − 𝒇(𝒂)

𝒃 − 𝒂
 

∵ 𝒇(𝟒) = 𝟓𝟒  , 𝒇(𝟎) = 𝟐 
𝒇′(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟑     
  𝒇′(𝒄) = 𝟑𝒄𝟐 − 𝟑 

𝒇′(𝒄) =
𝒇(𝒃) − 𝒇(𝒂)

𝒃 − 𝒂
=
𝒇(𝟒) − 𝒇(𝟎)

𝟒 − 𝟎
 

𝟑𝒄𝟐 − 𝟑 =
𝒇(𝟒) − 𝒇(𝟎)

𝟒 − 𝟎

𝟑𝒄𝟐 − 𝟑 =
𝟓𝟒 − 𝟐

𝟒
=
𝟓𝟐

𝟒
= 𝟏𝟑 ⟹ 𝟑𝒄𝟐 − 𝟑

= 𝟏𝟑 ⟹ 𝒄𝟐 =
𝟏𝟔

𝟑

𝒄 =
𝟒

√𝟑
  ∈ (𝟎, 𝟒)     ,    𝒄 = −

𝟒

√𝟑
∉ (𝟎, 𝟒)    

𝒙 =
𝟒

√𝟑
  

(𝟎, 𝟐) ,  (𝟒, 𝟓𝟒)

 

 6𝒇

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝟏

[−𝟑, 𝟑]𝒄
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  7  
𝒇𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟔𝒙 

 𝑓

ℝ 

𝑓

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 6 
𝑓′(𝑥) = 0 

3𝑥2 − 6 = 0   ⟹ 𝑥2 = 2 
𝑥 = √2  , 𝑥 = −√2 
𝑓′

𝑓(−∞,−√2)

(√2,∞)

(−√2,√2)

 

 

 

 

 

  7
𝒇

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 − 𝟗𝒙 + 𝟏 

  

 

(√2,∞)(−√2,√2)(−∞,−√2)

++𝑓′ 

𝑓

−∞             − √2                      √2              ∞ 
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 8  𝑓𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐

𝟐𝒙−𝟏

 

𝑓𝑥

𝑥 ∈ R-{ 𝟏
𝟐
}

𝒇′(𝒙) =
𝟐𝒙(𝟐𝒙 − 𝟏) − 𝟐(𝒙𝟐)

(𝟐𝒙 − 𝟏)𝟐

=
𝟒𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟐𝒙𝟐

(𝟐𝒙 − 𝟏)𝟐
 

𝒇′(𝒙) =
𝟐𝒙𝟐 − 𝟐𝒙

(𝟐𝒙 − 𝟏)𝟐
=
𝟐𝒙(𝒙 − 𝟏)

(𝟐𝒙 − 𝟏)𝟐
 

𝒇′(𝒙) = 𝟎   ⟹
𝟐𝒙(𝒙 − 𝟏)

(𝟐𝒙 − 𝟏)𝟐
= 𝟎

⟹ 𝟐𝒙(𝒙 − 𝟏) = 𝟎 
∴ 𝒙 = 𝟎 ,   𝒙 = 𝟏 
𝒇′

(1,∞)(
1

2
, 1 )(0,

1

2
 ) (−∞, 0)

++++𝑓′ 

𝑓

𝒇

(−∞, 0)(1,∞)

(0,
1

2
 )

(
1

2
, 1) 

 

 

 8  𝑓

𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐

𝒙−𝟏

 . 

  

 

−∞                 0               
1

2
                1           ∞ 

رفة
 مع

غير
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 9𝑓

𝑓(𝑥) = −𝑥3 + 3𝑥2 − 4 
a
b𝑓

c  
 ∵𝑓∴𝑓

𝑥𝑥 ∈ ℝ 

 𝑓′(𝑥) =

−3𝑥2 + 6𝑥 
𝑓′(𝑥) = 0

−3𝑥2 + 6𝑥 = 0 ⇒ −3𝑥(𝑥 − 2) = 0 ⟹ 𝑥

= 0        ,   𝑥 = 2 
𝑓(0) = −4 , 𝑓(2) = 0 

∴(0 ,  𝑓(0)) =

(0 ,  − 4)  ,   (2 ,  𝑓(2)) = (2 ,  0) 

 𝑓′ 

(2,∞)(0,2)(−∞, 0)

𝑓′

𝑓

(0 ,  2)(−∞, 0)

(2,∞)

𝑥 = 2𝑓(2) = 0 

𝑥 = 0

𝑓(0) = −4

 9𝑓

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 12𝑥 − 5 
a
b𝑓

c  

−∞                   0                    2                   ∞ 



11 

2018/2019

 

  10𝒇𝒇(𝒙) =
𝒙

𝒙𝟐+𝟏

a 
b𝑓

c 
𝒇ℝ

𝒇ℝ

𝒇′(𝒙) =
(1)(𝑥2 + 1) − 2𝑥. 𝑥

(𝑥2 + 1)2

=
𝑥2 + 1 − 2𝑥2

(𝑥2 + 1)2
 

=
1 − 𝑥2

(𝑥2 + 1)2
=
(1 − 𝑥)(1 + 𝑥)

(𝑥2 + 1)2

𝑓′(𝑥) = 0 
(1 − 𝑥)(1 + 𝑥)

(𝑥2 + 1)2
= 0 ⇒ (1 − 𝑥)(1 + 𝑥) = 0  

𝑥 = 1  ,  𝑥 = −1

𝑓(1) =
1

2
  , 𝑓(−1) =

−1

2
  

∴

(1 ,
 1

2
)      , (−1 ,  −

1

2
)

𝑓′

(1,∞)(−1,1)(−∞,−1)

𝑓′

𝑓

(−1 ,  1)(−∞,−1)

(1,∞)

𝑓(1) =
1

2

𝑓(−1) = −
1

2
 

 

 10𝑓

𝑓(𝑥) = 𝑥 − 3 +
4

𝑥−1
 

a
b𝑓

c  

  

−∞              − 1                   1                 ∞ 
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 11
𝒇𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟐𝒙𝟐 + 𝟏 

∵𝑓∴𝑓

ℝ 
𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 4𝑥 
𝑓′′(𝑥) = 6𝑥 − 4 
𝑓′′(𝑥) = 0 

6𝑥 − 4 = 0   ⇒   𝑥 =
2

3
 

𝑓′′

(
2

3
,∞)(−∞,

2

3
)

𝑓′′

𝒇

(−∞ ,
𝟐

𝟑
)

𝒇(
𝟐

𝟑
 ,  ∞) 

𝒇 (
𝟐

𝟑
) = (

𝟐

𝟑
)
𝟑

− 𝟐(
𝟐

𝟑
)
𝟐

+ 𝟏 =
𝟏𝟏

𝟐𝟕
 

𝑰 (
𝟐

𝟑
 ,
𝟏𝟏

𝟐𝟕
)𝒇 

 11
𝒇

𝒇(𝒙) = 2𝒙𝟑 + 3𝒙𝟐 − 𝟏 

−∞                          
2

3
                          ∞ 
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 12𝒇

𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙𝟑 + 𝒂𝒙2 + 𝒃𝒙 + 𝟏 ;  𝒂 ,  𝒃 ∈ ℝ  

 𝒙 = −𝟏 ,     𝒙 = 𝟐  
 𝒂 ,  𝒃  

 𝑓

ℝ

𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙𝟑  + 𝒂𝒙2 + 𝒃𝒙 + 𝟏  
𝒇′(𝒙) = 𝟔𝒙𝟐 + 𝟐𝒂𝒙 + 𝒃 

∵

𝒙 = −𝟏 ,     𝒙 = 𝟐        
∴ 

𝒇′(−𝟏) = 𝟎    , 𝒇′(𝟐) =  𝟎

𝒙 = −𝟏 ,     𝒙 = 𝟐𝒇′(𝒙) 

{
𝟔(−𝟏)𝟐 + 𝟐𝒂(−𝟏) + 𝒃 = 𝟎

𝟔(𝟐)𝟐 + 𝟐𝒂(𝟐) + 𝒃 = 𝟎      
 

⟹ {
−𝟐𝒂 + 𝒃 = −𝟔
𝟒𝒂 + 𝒃 = −𝟐𝟒

 

Mode  5  1  

𝒂 = −𝟑  ,  𝒃 = −𝟏𝟐 

 

 

 

 

 12𝒇

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝒂𝒙2 + 𝒃𝒙 + 𝟓 ;  𝒂 ,  𝒃 ∈ ℝ  

 𝒙 = 𝟏 ,     𝒙 =
𝟏

𝟑
 

 𝒂 ,  𝒃  
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 13𝑓 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟔𝒙𝟐 + 𝟗𝒙 − 𝟒  

𝑓    ℝ

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

(𝒙𝟑) = ∞  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

( 𝒙𝟑) = −∞  

𝑓 

𝒇 
′
(𝒙) =  𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟐𝒙 + 𝟗 = 𝟑(𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑) = 𝟑(𝒙 − 𝟑)(𝒙 − 𝟏)   

𝑓′(𝑥) = 0 
𝟑(𝒙 –  𝟑 )(𝒙 − 𝟏) = 𝟎  
𝒙 =  𝟑      ,   𝒙 =    𝟏   

𝑓(3) = (3)3 − 6(3)2 + 9(3) − 4 = −4

, 𝑓(1) = (1)3 − 6(1)2 + 9(1) − 4 = 0  
∴(3,−4)(1,0)

𝑓′ 

(3,∞)(1,3)(−∞, 1)

𝑓′

𝑓

(−∞,𝟏) , (𝟑,∞)  (𝟏, 𝟑)

𝑓 
′′
(𝑥) = 6 𝑥 − 12   

𝑓 ′′(𝑥) =  0 

6𝑥 − 12 = 0  ⟹ 6𝑥 = 12 ⟹ 𝑥 = 2 
𝑓(2) = (2)3 − 6(2)2 + 9(2) − 4 =  −2 

−∞                              1                                     3                                 ∞ 
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𝑓′′

(2,∞)(−∞, 2)

𝑓′′

(− ∞ , 𝟐)  (𝟐,∞)

(2 , −2 )   

 

 

 

4 3 210𝒙

0-4-20-4𝒇(𝒙)

−∞                             2                                   ∞ 

 نقطة إضافية

 نقطة إضافية

نقطة عظمى 

 محلية

نقطة صغرى 

 محلية

نقطة 

 انعطاف
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 13𝑓 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙 + 𝟒 
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 14𝑓 𝒇(𝒙) = 𝟏 − 𝒙𝟑 

𝑓ℝ 
𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

(−𝒙𝟑) = −∞  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

(−𝒙𝟑) = ∞  

f 

𝒇′ (𝒙) = −𝟑𝒙𝟐 
𝒇 ′(𝒙) =  𝟎 

−𝟑𝒙𝟐 = 𝟎  ⟹ 𝒙 = 𝟎 
𝑓(0) = 1 −  (0)3 = 1 

∴(0 , 1) 
𝑓′ 

(0,∞)(−∞, 0)

𝑓′

𝑓

(𝟎 ,  ∞ ), (−∞ , 𝟎)  

𝑓 ′′(𝑥) = −6 𝑥    
𝑓 ′′(𝑥) =  0 

−6𝑥 = 0  ⟹ 𝑥 = 0⟹ 𝑓(0) =  1

(0 , 1 )   
𝑓′′ 

(0,∞)(−∞, 0)

𝑓′′

−∞                                 0                                 ∞ 

−∞                             0                                   ∞ 
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(− ∞ , 𝟎)  (𝟎,∞)

  

10-1𝒙

012𝒇(𝒙)
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 14𝑓 𝒇(𝒙) = 𝑥 − 2𝒙𝟑 
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 15𝒇(𝒙) = 𝒙𝟒 − 𝟐𝒙𝟐   

𝒇ℝ

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

( 𝒙𝟒) = ∞  
𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

( 𝒙𝟒) = ∞  
𝒇 

  𝒇

𝒇′(𝒙) = 𝟒𝒙𝟑 − 𝟒𝒙 = 𝟒𝒙(𝒙𝟐 − 𝟏) = 𝟒𝒙(𝒙 + 𝟏)(𝒙 − 𝟏) 
𝒇′(𝒙) = 𝟎 

𝟒𝒙(𝒙 + 𝟏)(𝒙 − 𝟏) = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟎    ,  𝒙 = 𝟏 ,  𝒙 = −𝟏 
𝒇(𝟎) = 𝟎   , 𝒇(𝟏) = −𝟏 , 𝒇(−𝟏) = −𝟏 

, (𝟏, −𝟏) , (−𝟏 , −𝟏) ∴ ( 𝟎 ,  𝟎) 
𝑓′

(1,∞)(0,1)(−1,0)(−∞,−1) 

𝑓′

𝑓

(−∞ , −𝟏)(0,1) 
(−𝟏 , 𝟎)(𝟏,  ∞)

𝒇′′

𝒇′′(𝒙) = 𝟏𝟐𝒙𝟐 − 𝟒 = 𝟒(𝟑𝒙𝟐 − 𝟏)
𝒇′′(𝒙) = 𝟎

𝟒(𝟑𝒙𝟐 − 𝟏) = 𝟎 ⟹ 𝟑𝒙𝟐 − 𝟏 = 𝟎⟹ 𝒙𝟐 =
𝟏

𝟑
 

𝒙 =
𝟏

√𝟑
    , 𝒙 = −

𝟏

√𝟑
 

𝒇 (
𝟏

√𝟑
) = −

𝟓

𝟗
   , 𝒇 (−

𝟏

√𝟑
) = −

𝟓

𝟗
 
(
𝟏

√𝟑
, −

𝟓

𝟗
) , (−

𝟏

√𝟑
, −

𝟓

𝟗
)

−∞                           − 1                                   0                                    1                               ∞ 



23 

2018/2019

 

𝑓′′

(
𝟏

√𝟑
,∞)(−

𝟏

√𝟑
,
𝟏

√𝟑
)(−∞,−

𝟏

√𝟑
) 

𝑓′′

𝒇(−
𝟏

√𝟑
,
𝟏

√𝟑
)

(−∞,−
𝟏

√𝟑
)(

𝟏

√𝟑
, ∞)

 

2
1𝟏

√𝟑
0−

𝟏

√𝟑
−1−2𝒙 

8
−1−𝟓

𝟗
 1

−𝟓

𝟗
−18𝒇(𝒙)

 

−∞                                −
𝟏

√𝟑
                                       

𝟏

√𝟑
                                    ∞ 
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 15𝑓 𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙𝟒 + 𝟒𝒙𝟑 + 𝟐 
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  16𝒇(𝒙) = −𝒙𝟒 + 𝟐𝒙𝟐 + 𝟏  

𝒇ℝ

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

( −𝒙𝟒) = −∞  

                        𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

( −𝒙𝟒) = −∞  

𝒇  𝒇 
𝒇′(𝒙) = −𝟒𝒙𝟑 + 𝟒𝒙 = −𝟒𝒙( 𝒙𝟐 − 𝟏) = −𝟒𝒙(𝒙 + 𝟏)(𝒙 − 𝟏) 

𝒇′(𝒙) = 𝟎 
−𝟒𝒙( 𝒙 + 𝟏)(𝒙 − 𝟏) = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟎    ,   𝒙 = −𝟏  ,   𝒙 = 𝟏

𝒇(𝟎) = 𝟏 , 𝒇(−𝟏) = 𝟐 , 𝒇(𝟏) = 𝟐 
 ( − 𝟏 ,  𝟐) ∴,(𝟎, 𝟏),  ( 𝟏 ,  𝟐) 

𝑓′ 

(1,∞)(0,1)(−1,0)(−∞,−1) 

𝑓′

𝑓

(−∞ ,  − 𝟏)(𝟎 ,  𝟏)

(−𝟏 ,  𝟎)(𝟏 ,  ∞) 
𝒇′′(𝒙) = −𝟏𝟐𝒙𝟐 + 𝟒 
𝒇′′(𝒙) = 𝟎 

−𝟏𝟐𝒙𝟐 + 𝟒 = 𝟎⟹ −𝟏𝟐(𝒙𝟐 −
𝟏

𝟑
) = 𝟎 ⟹ −𝟏𝟐(𝒙 −

𝟏

√𝟑
)(𝒙 +

𝟏

√𝟑
) = 𝟎 

𝒙 =
𝟏

√𝟑
    , 𝒙 = −

𝟏

√𝟑
 

𝒇 (
𝟏

√𝟑
) =

𝟏𝟒

𝟗
   , 𝒇 (−

𝟏

√𝟑
) =

𝟏𝟒

𝟗
 

−∞                           − 1                                   0                                    1                               ∞ 
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𝒇′′ 

(
𝟏

√𝟑
,∞)(−

𝟏

√𝟑
,
𝟏

√𝟑
)(−∞,−

𝟏

√𝟑
) 

𝑓′′

𝒇(−∞,−
𝟏

√𝟑
)(

𝟏

√𝟑
, ∞)

(−
𝟏

√𝟑
,  

𝟏

√𝟑
)

(
𝟏

√𝟑
,
𝟏𝟒

𝟗
) , (−

𝟏

√𝟑
,
𝟏𝟒

𝟗
)

  

1𝟏

√𝟑
0−

𝟏

√𝟑
−1𝒙

2𝟏𝟒

𝟗
 1𝟏𝟒

𝟗
2𝒇(𝒙)

  

−∞                                −
𝟏

√𝟑
                                       

𝟏

√𝟑
                                    ∞ 
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 16𝑓 𝒇(𝒙) = 𝟖𝒙𝟐 − 𝒙𝟒 − 8 
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 مع تمنياتنا لكم بالتوفيق و النجاح

 قسم رياضيات ثانوية سعد العبدالله الصباح
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  1714

 𝑥 

0 < 𝑥 < 14

14 − 𝑥

 𝑓(𝑥) = 𝑥(14 − 𝑥) = 14𝑥 − 𝑥2

𝑓′(𝑥) = 14 − 2𝑥

𝑓′(𝑥) = 0 ⟹   14 − 2𝑥 = 0   ⟹   𝑥 = 7

(7, 𝑓(7))

𝑓′′(𝑥) = −2   , −2 < 0       ,   ∀ 𝑥 ∈ (0,14) 

𝑓′′(7) = −2   , −2 < 0  

𝑥 = 7     𝑓(7) = 49 ∴

7

 14 − 7 = 7

7  , 7

  17
100
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  18
𝑥

,15𝑐𝑚 8𝑐𝑚 

𝑥

𝑥

(15 − 2𝑥) , (8 − 2𝑥)

0 < 2𝑥 < 80 < 𝑥 < 4

𝑉(𝑥) = 𝑥(8 − 2𝑥)(15 − 2𝑥)

= 4𝑥3 − 46𝑥2 + 120𝑥 
𝑉′(𝑥) = 12𝑥2 − 92𝑥 + 120

𝑉′(𝑥) = 0 ⟹ 12𝑥2 − 92𝑥 + 120 = 0 

(3𝑥 − 5)(𝑥 − 6) = 0 ⟹ 𝑥 =
5

3
    

, 𝑥 = 6 ∉ (0,4)                     

𝑉′′(𝑥) = 24𝑥 − 92 ⟹ 𝑉′′ (
5

3
) = −52 < 0

∴𝑥 =
5

3

∴ 

𝑥 =
5

3

 

𝑉 (
5

3
) = 4 (

5

3
)
3

 − 46 (
5

3
)
2

+ 120(
5

3
)

=
2450

27
𝑐𝑚3  

 

 18

𝑥

,16𝑐𝑚 6𝑐𝑚 

𝑥

8 − 2𝑥 

8 

15 
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 19
𝑉(ℎ) = 2𝜋(−ℎ3 + 36ℎ)

ℎ

aℎ(𝑐𝑚)

b

a   𝑑𝑉

𝑑ℎ
= 2𝜋(−3ℎ2 + 36)

𝑑𝑉

𝑑ℎ
= 0

2𝜋(−3ℎ2 + 36) = 0 ⇒ −3ℎ2 + 36 = 0 

⟹    ℎ2 = 12 

ℎ = 2√3               ℎ = −2√3       ( )

𝑑2𝑉

𝑑ℎ2
= 2𝜋(−6ℎ) = −12𝜋ℎ   

⟹   
𝑑2𝑉

𝑑ℎ2
|
 ℎ=2√3

= −12𝜋(2√3)

= −24√3𝜋 < 0

∴ ℎ = 2√3

∴

ℎ = 2√3

b    𝑉(2√3) =

2𝜋(−(2√3)3 + 36(2√3)) ≈ 522.37𝑐𝑚3  

 19

𝐴 = 2𝜋𝑟ℎ + 2𝜋𝑟2 
𝑉 = 𝜋𝑟2ℎ
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 20
𝐴(𝑥, 𝑦)𝑦 = √𝑥

𝐵(3,0)

𝐴, 𝐵

𝐴𝐵 = √(𝑥𝐴 − 𝑥𝐵)
2 + (𝑦𝐴 − 𝑦𝐵)

2

= √(𝑥 − 3)2 + 𝑦2

𝑠(𝑥) = √(𝑥 − 3)2 + 𝑦2 
𝑦 = √𝑥 ⟹ 𝑦2 = 𝑥

𝑠(𝑥) = √𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 𝑥 = √𝑥2 − 5𝑥 + 9

𝑠(𝑥) = (𝑥2 − 5𝑥 + 9)
1
2

𝑠′(𝑥) =
1

2
(2𝑥 − 5)(𝑥2 − 5𝑥 + 9)−

1
2

=
2𝑥 − 5

2√𝑥2 − 5𝑥 + 9

𝑠′(𝑥) = 0 ⟹ 2𝑥 − 5 = 0 ⟹ 𝑥 =
5

2

𝑥2 − 5𝑥 + 9 = 0

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 25 − 4(1)(9) = −11 < 0

 
𝟓

𝟐
𝒙 

𝑠′(𝑥)

𝑠(𝑥)

∴𝐴 , 𝐵 

𝑥 =
5

2

 

𝑠 (
5

2
) = √(

5

2
)
2

− 5(
5

2
) + 9 =

√11

2

∴
√11

2

 20
𝑃(𝑥, 𝑦)

𝑦2 − 𝑥2 = 16𝑄(6,0)
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 21𝑥

𝐶(𝑥) = 𝑥 − 2 +
25

𝑥
 

a  

b10

   a 𝑥∴𝑥 ∈ (0,∞)

𝑐′(𝑥) = 1 −
25

𝑥2
=
𝑥2 − 25

𝑥2

𝑐′(𝑥) = 0 ⟹
𝑥2 − 25

𝑥2
= 0 ⟹ 𝑥2 − 25 = 0

⟹ (𝑥 − 5)(𝑥 + 5) = 0

𝑥 = 5        , 𝑥 = −5 ∉ (0,∞) 
5 𝑥

---- 𝑐′(𝑥)

𝑐(𝑥)

𝑥 = 5

∴

5000
 b  

𝑝(𝑥) = 10𝑥 − (𝑥 − 2 +
25

𝑥
)𝑥

= 10𝑥 − 𝑥2 + 2𝑥 − 25

= −𝑥2 + 12𝑥 − 25 
𝑝′(𝑥) = −2𝑥 + 12 ⟹ −2𝑥 + 12 = 0 ⟹ 𝑥

= 6 
6 𝑥

----+++ 𝑝′(𝑥)

𝑝(𝑥)

𝑥 = 6

∴6000
𝑝(𝑥) = −(6)2 + 12(6) − 25 = 11

11

 21
𝑥

𝐶(𝑥) = 𝑥 − 20 +
400

𝑥
 

a  

b100
1𝑥

2 𝑥



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  التقدير

 والانحراف المعياري = 150الحسابي   سطهاومت و  64عينة عشوائية حجمهما 

 95%  باستخدام مستوى ثقة   б=10للمجتمع   

 أوجد هامش الخطأ-1

  µلمعلمة  ل أوجد فترة الثقة-2

 فسر فترة الثقة-3

 الحل 

 1 مثال      



 

 

 والانحراف المعياري  =30ومتوسطها الحسابي   n=25عينة عشوائية حجمهما  

 95%  باستخدام مستوى ثقة   б=2.5للمجتمع  

 أوجد هامش الخطأ-1

  µلمعلمة  أوجد فترة الثقة ل-2

 فسر فترة الثقة-3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحل 

 الحل 

 1  تطبيق      



 

 

وانحرافها  60ومتوسطها الحسابي   n=49أخذت عينة عشوائية من مجتمع طبيعي حجمهما     

 95%  باستخدام مستوى ثقة   s=7المعياري  

 أوجد هامش الخطأ-1

 µ لمعلمةأوجد فترة الثقة ل-2

 فسر فترة الثقة-3

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ❶مثال 

 الحل 

 ❶مثال 

 الحل 

 2 مثال      



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

وانحرافها  65ومتوسطها الحسابي   100أخذت عينة عشوائية من مجتمع طبيعي حجمهما  

 95 %باستخدام مستوى ثقة   s=5المعياري  

 أوجد هامش الخطأ-1

 µ لمعلمة أوجد فترة الثقة ل-2

 فسر فترة الثقة-3

                 

 الحل 

 2  تطبيق      



 

 

 µللمتوسط الحسابي للمجتمع الأحصائي  95أوجد فترة ثقة  %    

 علما بأن العينة أخذت من مجتمع طبيعي   

 n=25     ،49 =s2       ،x=20إذا كان لدينا    

            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 3 مثال      

 الحل 



 

 

 µالأحصائي للمتوسط الحسابي للمجتمع  95أوجد فترة ثقة  %    

 علما بأن العينة أخذت من مجتمع طبيعي   

 n=16     ،5 =s       ،x=18إذا كان لدينا    

            

 

 

 3  تطبيق      

 الحل 



 

 

ي احد
 
كات أن متوسط الرواتب هو يعتقد مسؤول ف دينار . أعطت   500ى الشر

    20عينة من 
ً
   σ  =   50   والانحراف المعياري      x = 520     () دينار    موظفا

                      α  0.05 =        تأكد من فرضية المسؤول عند مستوية المعنوية   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ❶مثال 

 الحل 



 

 

ي احد  زعم مدير ي
 
كات أن متوسط الرواتب هو ف دينار . أعطت عينة   600ى الشر

    25من 
ً
   σ  =   100   والانحراف المعياري      x = 550     () دينار    موظفا

                      α  0.05 =        عند مستوية المعنوية    دير تأكد من فرضية الم

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ❶ تطبيق 

 الحل 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ي إذا كان قيمة 
 
ي عينة من مجتمع احصائ

 
،   S=7والانحراف المعياري    x= 40ف

        عند مستوية المعنوية     µ ≠ 35الفرض البديلمقابل   µ=35اختبر الفرض إذا 

= 0.05  α     اذا كانت حجم العينةn=20                    

 الحل 

 ❷مثال 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ❷ تطبيق 

ي إذا كان قيمة 
 
ي عينة من مجتمع احصائ

 
،   S=9والانحراف المعياري    x=50ف

        عند مستوية المعنوية     µ ≠ 40الفرض البديلمقابل   µ=40اختبر الفرض إذا 

= 0.05  α     اذا كانت حجم العينةn=20                    

 الحل 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ❸مثال 

ي 
 
شخص   100عينة من ، أخذت دراسة لعدد استخدام ساعات الحاسوب ف

ي لعدد استخدام  ي مختلف المجالات فوجد أن المتوسط الحسائر
 
يعملون ف

كان   ، اختبر الفرض إذا   S=1والانحراف المعياري    x= 4.5 الحاسوب هو 

عند   µ ≠ 5الفرض البديلمقابل ،   µ=5 هو متوسط عدد الساعات للمجتمع 

     α  5 = %       مستوية المعنوية   

 الحل 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ❸ تطبيق 

أن المتوسط  فوجد ، =n    150 مجتمع قيد الدراسة حجمها  عينة منأخذت  

ي حال كان   ، اختبر الفرض إذا   S=6.5معياري نحراف امع    x= 30.3  للعينة  سائر

ي للمجتمع  هو متوسط ال عند   µ ≠ 30الفرض البديلمقابل ،   µ=30  الحسائر

     α  5 = %       مستوية المعنوية   

 الحل 


