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Relation and Mapping (Function)
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Cartesian Product
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���@�� ��
��1 �o2o C��� "

??���,� -� ?�� D@� ��J�	�# ?P ��@�; k	�� ��	���� ��
��%�� *�+ ��  �
?���1 D@� ��J�	�# ?P ��@�; k	�� ��	���� ?���,� *�+ �� �

 ;�$#C	t� k	�� ��	���� ?���,� 7	�� :c(,� 3��� ka� :k#��� �I(�\ :�z�   %
 �0�	@0 c(�_�� D��P( ;�$#C	t� k	�� ��	���� ��
��%�� 7	�� :c(,� *����� ka

�G�$��+ D��# ?P ��@�; k	�� ��	���� �2�@r	��
?�$��+ W��b k	�� ��	���� �2�@r	�� *�+ ��  !

;'�QNQb�Y6��� $�U�� @H��
 D� �+��_� ��  ×  Gk#J�@;��� 4C��� Dz�b (P� k#J�@;��� Dz���� ?P [��#

�   4 kB�O�� F%F���( ,   P c(,� F%F��� i�b G4 ,P� �&#C��� {�(V,�
:?P ]P

{   4 ,   P :G4 ,P�} =  × 
��	 D�(�

:`^�d ��[
 y'T(� T;2 ,  ×  NQb�Y6��� @H�7�� 8�d� ,{% ,� ,�} =  ,{" ,�} = 

]N^��, FM?�� NL<� FM?L,
:@7��

{�% ,"	 ,�� ,"	 ,�� ,"	 ,�% ,�	 ,�� ,�	 ,�� ,�	} =  × 

�����m� 5�7'MO)�
 7#C� {(V

Ordered Pair
 k#J�@;��� 4C��� Dz�b

Cartesian Product
 k�$
 FM��

Arrow Diagram
 kB��0 FM��

Graph
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 NP=m�  S6b�7L��  j'Z  n o  �H�*Z�  n o  �H�*Z  @T(L^
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 �IO�� �dM,  ×  NQb�Y6��� @H�7�� 8�d�= ,{� ,� ," ,� ,4}  =  `^�d ��[

]N^��, FM?L,  ×  @T(�� ,�H�*��� �dM, ;2 �f�LL��
:@7��

{� ,� ," ,� ,4} = 
:�f�LL�� �IO��,

{   $ ,   W :�$ ,W	} =  × 
 �H�*��� �dM, 

 ,�� ,4	 ,�� ,4	 ,�" ,4	 ,�� ,4	 ,�4 ,4	} =  × 
 ,�4 ,�	 ,�� ,"	 ,�� ,"	 ,�" ,"	 ,�� ,"	 ,�4 ,"	 ,�� ,�	 ,�� ,�	 ,�" ,�	 ,�� ,�	 ,�4 ,�	

{�� ,�	 ,�� ,�	 ,�" ,�	 ,�� ,�	 ,�4 ,�	 ,�� ,�	 ,�� ,�	 ,�" ,�	 ,�� ,�	
@7Q rW D���

 NQb�Y6��� $�U�� @H�� @,�PL�� N^����� FM?L�� xa�6 "
]�H�*��� �dM, > × D 8�d� . > × D


P7Q}L<= S�
 Dz����  Cz��+  *�+  ](�F;   ×   k#J�@;���  Dz����  Cz��+  *�+  D�  �

?  ×  k#J�@;���
?  ×  =  ×  D�  "

�4

4

�

"

"

�

�

�

�

4

W

�

$

"

BC
�

 0m NL<��� FM?L�� ;���
:���Z

 S� @Y� S� @Y� ;��^
  ,  S��Z�LiL��

 @Y� N= �H�*��� 8�Y^�
 ;2 S�� ,8��*L�� S�

 �H�*���,  �H�*Z @O^
 �<�� F�Q�Q N����  N=

]����,

@7�   ��Y=
@A��L��  ���I�

:�����
=  ×  �H�*Z ��Z
 ��Z  ×   �H�*Z  ��Z

 �H�*Z
 �H�*Z  ��Z  r�d  ��[

 �H�*Z ��Z� >  = 
 ��Z r�= ,r = 

 r × >   =  ×  �H�*Z
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 W i�b {� = |P| ,W  P :P} = S WB�� ��6   "
�������� *��+,� �+��.

�e����� C��0 S 7	�� �W	
{" ,"−} = S

 ¨��O�( , S ×S xJ�@;��� Dz�)� 7	�� �$	
�E��0 FM��0

 ,�"− ,"	 ,�" ,"−	 ,�"− ,"−	} = S × S
{�" ,"	

S

S�− �

�
�−

 

nXKY���o 5�,�C[
]���W ,~�,W ,��W ,�VW ,zblW :�*Y� �,�C[  �

]��d ,F�� ,�qH :�*Y� �,�C[  "
]r�� @Y� �I'�� 5����� �2�2  �

]���� @Y� �I'�� r���W ��  �
 %

r�'��
���P��

zblW�VW��W~�,W���W

�qH ,�qH
zblW

 ,�qH
�VW

 ,�qH
��W

 ,�qH
~�,W

 ,�qH
���W

F�� ,F��
zblW

 ,F��
�VW

 ,F��
��W

 ,F��
~�,W

 ,F��
���W

��d ,��d
zblW

 ,��d
�VW

 ,��d
��W

 ,��d
~�,W

 ,��d
���W

]�%  !

;�'���� −"
;'�Q 

 xJ�@;��� 4y�� Dz�b �0�	@� �&#C�� {�(V,� ���	
�
�/	+��_�
�'6�, �'(�W

 Dz�)� 7	��a ,{� ,� ,H} = W ,{H} = S WB�� ��6 �
 FM}( E��0 FM��0 ¨��O�( W × S xJ�@;���

�k�$

{�� ,�	 ,�" ,�	 ,�� ,�	} = W × S

�
"
�

�

NL<� FM�

S
W  W

S
H

�
�

H

¡��, FM�
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�4

  : ]*2��� ®̄ ;J�	��   : ]C_s� ®̄ ;J�	��°? �Cj
H−~

  
Cartesian Product

 

�{� ,� ,H} = W ,{� ,�} = S WB�� ��6  ¢W�,�  ��	
 ?S e��+ *�+ �� �� �W	

 ?W e��+ *�+ �� �� �$	
 ?W × S xJ�@;��� Dz�)� 3�l	; ��+ [� -� �BC	

�e����� C��0 W × S 7	�� ��	

�e����� C��0 S × W, W × S -� ±2� 7	�� ,{� ,~ ,� ,�} = W ,{� ,~ ,�} = S WB�� ��6 �"	

 *��+,� �+��. W i�b {� ≥ 4 ≥ � ,W  4 :4} = K ,{� > P ≥ H− ,W  P :P} = S WB�� ��6 ��	
:�������

�e����� C��0 K, S -� ±2� 7	�� �W	

n@� rW D���o 5�,�C[
 ,�� ,�	} = S × W  �

 ,�" ,�	 ,�� ,�	 ,�" ,�	
{�" ,%	 ,�� ,%	

 ,�W ,4	} = > × D  "
 ,�� ,4	 ,�BC ,4	 ,�$ ,4	
 ,�BC ,�	 ,�$ ,�	 ,�W ,�	

{�� ,"	 ,�BC ,"	 ,�$ ,"	 ,�W ,"	 ,�� ,�	
;��P���� 86b���� −�

}L<= S� 
P� 
 xJ�@;��� 4y�� Dz�b e��+ *�+ X�J*6 42M�� Z+

��±����06 ²�� /	+��_� xJ�@;��� 4y�� Dz�b ?P(
n}L<= S� 
P�o 5�,�C[

];�^ �
]�W ,$	 ≠ �$ ,W	 rm ,�d "

@6�, ;��PQ
 C��0 W( S /	+��. �0�	� 56 42M�� R*� :�'i)�

 4y�� Dz�) �&#C�� {�(V,� *�+ ?�@; i�b ,e�����
�H~ ](�F; W × S xJ�@;���

_6£ b���V�
 ,G� ,H� ,G� ,H� ,GH ,H�} :����	�� �+��_�� D�  �

 4© Dz�b DOj {G� ,�� ,G� ,�� ,G� ,��
�d  ?xJ�@;*

e��+ *�+ Aa ,? �� S e��+ *�+ ?�� ��6  "
"r  ?S × S

�

�

�

H �

W

S

��

�E��0 FM��0 K × S D�O� �$	

S

K

 �k�$
 FM��0 S × K D�O� �BC	

 ,G� ,�� ,G� ,�� ,G� ,�� ,GH ,�� ,G� ,�� ,G� ,�� ,G� ,�� ,G� ,�� ,GH ,��} = W × S WB�� ��6 ��	
�{G� ,��

�e����� C��0 W, S -� ±2� 7	�� �W	

4

%

�
"
�
�
%

               �k�$
 FM��0 W × S D�O� �$	
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�"

?��I�t �³P( ����z ����	�� ��J�&��� ]la ,{� ,� ,�} = W ,{� ,� ,H} = S WB�� ��6 �%	
 �W × S  G� ,�� �W	

 �W × W  G� ,�� �$	
 �W × S  GH ,�� �BC	

 �S × W  G� ,�� ��	
 �W × W  G� ,�� �B+	
 �W × S  GH ,�� ��	
 �S × W  GH ,�� �l	

 �S × W = W × S �B�	
 �S × W e��+ *�+ = W × S e��+ *�+ �U	

�xJ�@;��� 4y�� Dz�b 7	�� ,����	�� ���$F�� ��MM��� -� D@� �!	
 �$	   �W	

  
W S

H

�

H

�

  

,������� *��+,� �+��. W i�b ,{� ≥ P > �− ,W  P :P} = S WB�� ��6 :b���V�� �U7��� �/	
  :�� S × S e��+ *�+ ?´a 

�� ��	   �� �BC	  � �$	  � �W	

H�

S

NPM*L�� ��YI���� @A��L�� @�
��	0�\6 CFa ?����z ����	�� ��J�&��� ]la ,{~ ,� ,�} =  ,{� ,� ,H} =  WB�� ��6  �

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� .  ×   GH ,�� �W	
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� .  ×   G� ,�� �$	
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� .  ×   G~ ,�� �BC	
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ .  ×   G~ ,~� ��	
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� .  ×   G� ,�� �B+	
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ .  ×   G� ,�� ��	

{�  P > H− ,   P :P} =  WB�� ��6  "
�������� *��+,� �+��_� k�  i�b ,{�  4  �− ,   4 :4} =     

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������  �Cz����� C��0  ,  -�	+��_��� -� ±2� 7	�� �W	
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �Cz����� C��0  ×  7	�� �$	
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

{H  P  �− ,   P :P} =  WB�� ��6  �
{�  4  H− ,   4 :4} = c  

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �Cz����� C��0 c ,  -� ±2� 7	��a �W	
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������Cz����� C��0 c ×  7	��a �$	
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ �Cz����� C��0 c × c 7	��a �BC	

@A��)� @� 5��i�Q���[
�F���� -+ i�0� •

���h�1 [µB •
� �I(�\ D�+� •

�g%£( -¶ •

���F@+ �%;CM0 D�+� •
�k%M��� =@	��  ���	
� •

��±�B��0  �2�Oj [
J� •
�FF0P ��lF� Db •
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nNPM*)� �YI���� @A��)� @�o 5�,�C[
]W  � ,S  % rm ,cMV �W	   �

]W  � rm ,cMV �$	  
]W  ! ,S  � rm ,xH �BC	  

]S  ! rm ,cMV ��	  
]W  � ,S  � rm ,cMV �B+	  

]S  � rm ,cMV ��	  
{" ,� ,4} = S �W	   "

{4 ,�− ,"− ,�−} =  
 ,��− ,4	 ,�"− ,4	 ,��− ,4	} =  × S �$	  

 ,�4 ,�	 ,��− ,�	 ,�"− ,�	 ,��− ,�	 ,�4 ,4	
{�4 ,"	 ,��− ,"	 ,�"− ,"	 ,��− ,"	

{� ,4 ,�− ,"−} =  �W	   �
{� ," ,� ,4} = D  

 ,�" ,"−	 ,�� ,"−	 ,�4 ,"−	} = D ×  �$	  
 ,�� ,�−	 ,�" ,�−	 ,�� ,�−	 ,�4 ,�−	 ,�� ,"−	
 ,�� ,�	 ,�4 ,�	 ,�� ,4	 ,�" ,4	 ,�� ,4	 ,�4 ,4	

{�� ,�	 ,�" ,�	
 ,�� ,4	 ,�" ,4	 ,�� ,4	 ,�4 ,4	} = D × D �BC	  

 ,�� ,"	 ,�4 ,"	 ,�� ,�	 ,�" ,�	 ,�� ,�	 ,�4 ,�	  
{�� ,�	 ,�" ,�	 ,�� ,�	 ,�4 ,�	 ,�� ,"	 ,�" ,"	
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���I� ���'�� 
 �12+   ?6  c�%B  ����+
 {(V D� ka ?P k��B ,i�o
 i�o c(,� F%F��� 7#C�

�kB�O�� F%F���

��	 D�(�
:SY��

{- ,�4 ,! ,% ,�} =    ,{� ,� ,"} = 
]�H�*��� �dM,  8�d�= ,  j�[  S� n �

�  :&'2o ���Z  `^�d ��[ �W	
]N^��, FM?�� NL<� FM?L,  @T(� �$	

:@7��
 � � ,! n&'2o " r[ &�� �W	

]- n&'2o
 {�- ,�	 ,�! ,"	}=  � \�[

@7Q rW D���
]{� ,� ,"} =  ,{�4 , # ,! ,�} =  SY�� �

,  j�[  S� nX�ao ���Z  `^�d ��[ �W	
]�H�*��� �dM,  8�d�= 

]N^��, FM?�� NL<� FM?L,  @T(� �$	
�"	 D�(�

{# ,/ ,! ,% ,� ,� ,"} =  j'Z �= T��L�� 5������ S� �Z�Li� N'6 �� N=
:�+�H�*Z �dM, ���Z @d 8�d�

{# = $ + W ,   $ ,   W : �$ ,W	} = �  �W	
{W� = $ ,   $ ,   W : �$ , W	} = "  �$	

{W �
�  = $ ,   $ ,   W : �$ ,W	} = �  �BC	

:@7��
# = � + % ,# = % + � ,# = � + � ,# = " + ! ,# = ! + " r[ &�� �W	

{�� ,%	 ,�% ,�	 ,�� ,�	 ,�" ,!	 ,�! ,"	} = H  r�Y�=    
" × � = ! r[ &�� �$	

{�! ,"	} = �  ������ r�Y�=    
# × �

�  = " r[ &�� �BC	
{�" ,#	} = �  ������ r�Y�=    

@7Q rW D���
 ,   4 ,   P : G4 ,P�} =  ������� {~ ,� ,� ,� ,� ,H} =  `^�d ��[  "

{� + P = 4
]�+�H�*Z �dM, ������ 8�d�

"
�
%
!
-

�4

� �

�
%
!

�4
-

"
�
�
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��C��� 
]⊇ �W ⊇ >��?���, @LdW

{� ,� ,� ,H} = S WB�� ��6  �
⊇  S ����� {� ,H}  
⊇  S ����� {�}  
⊇  S ����� {� ,H}  

{G� ,�� ,G� ,�� ,GH ,H�} = S WB�� ��6  "
⊇  S ����� {GH ,H�}  
⊇  S ����� {G� ,�� ,GH ,H�}  

 4y�� Dz�b ���	F# d�
  �b��� �'H ➤

���12��� 9���	� xJ�@;���
��<L��� −�
XKY���

�6�q��
� <��	¸ k� W 56 S -�  �12+ ?P d�r@	
�

�W × S

�b��� ;�*�
�b��� R��+W

:?P Z+ � �J*�1 7��M�� ?�@; �J��� �;�¡ �
 •��12��� ��$� XJ�;
 • �$�O�;( ,LCtP �+��. 56 �+��. -� �12��� �«

�E��0 (P k�$
 FM��0
 • G�$FB 56 �+��. -���+��. Z+ �12��� �«

�GE��0 (P k�$
� FM��0 �$�O�;(
�����m� 5�7'MO)�

 • Z+ �12+ ,LCtP �+��. 56 �+��. -� �12+
��+��.

�−~
ábÓ©dG Ωƒ¡Øe

The Concept of Relation
 2 -6

;'��Q R��
 ��12��� ��$�
  �+��_� -� �12��� *�_;6

 ,LCtP �+��_� ��6
 (P k�$
 FM��0 �$��O�#(

�kB��0
  ��+ �12��� *�_;6

 ��6 �+��_� -�� �+��_�
 FM��0 �$��O�#( G�$FB

�GkB��0 (P k�$
�
5����?��F� S�

 �12��� ��$� U�&I,� ���	F;
 -�&; � �MM�� ���µ�; k@�

 -� ���� D%B ��B�@�6 ¨&\��0
 ¤�` -� (P LCtP ��6 ��a

�Ct� ��6

 d�
 �J��� ��� ka �k#J�@;��� Dz���� WaC�# ,g0�F�� �J��� ka  �b��� �'H
▶��12��� ��$� dC�	#

XKY���������
�c�O�� <�M�� ��%�� <C� �"�;J ���$��0 �12+ �_# i�b  Cz���0  Cz��+ F0J�  �

 �"�;J� ,G��� ,��%�� <C� �"�;J�} =  �Cz����� �$	��O� k	��  �12��� �0�	� D��P  "
{���� ,G ���� ,��%�� <C� �"�;J� ,G ��� ,��%�� <C�.  ×  �0  ?J�1  �

 ?�@
 �$\�	�; *J��� �+��_� W0�O�� 3#�$��( U�0C$@��( ������ ��+�M1 DO�#  �
 ,?���� ka kB�&���

 ��&� D� D@r;(
 �M&#C� �+��_�

���+�M%�� �+��_�0
 �%` D� F0J�

 k	�� ��+�M%��0
��$0 F&#C#

��%�� <C� �"�;J
��(�M�� <C� �"�;J

²M��� �"�;J

<C@��
U����

?�%;Ca
-�_F�,�

��&+I HH

������� �@&`
U�0C$@�� �M��

W0�O�� 3#�$�� �&�+

;'�Q������ >�<I�

 ?�@# ����+  ��6  -� �12+  ?�@# �-�	���t C�� -�	+��_�  ,  -@	�.  ×    ��� -+ C&�B(  ×  k#J�@;��� Dz���� -� ��h9\ �+��_� 
.  ×    WB�� ��6  ��+ �12+  ?�@#

�����m� 5�7'MO)�
  ��6  �+��_�  -�  �12+

LCtP �+��_�
Relation from a Set to 
Another

 �+��_� ��+ �12+
Relation on a Set
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��	 D�(�
:MVc*�

{- ,! ,% ,� ,� ," ,�} = 
]�H�*��� �dM,  j�[  S� _,�� ���Z  8�d� �W	

]N^��, FM?�� NL<� FM?L,  @T(� �$	
:@7��

� ����� _,�� - ," ����� _,�� � ,� ����� _,�� � r[ &�� �W	
{�� ,-	 ,�" ,�	 ,�� ,�	 } =  r�Y�=

:N^��, FM?�   :NL<� FM?�  �$	

@7Q rW D���
{;��C ,>�OZ ,�L�W ,r���� ,y'����Z ,�L7�} =  MVc*�  �

]�H�*��� �dM,  j�[  S� ny�I^ �+ D�m� R�7��o ���Z  8�d� �W	
]N^��, FM?�� NL<� FM?L,  @T(� �$	

��	 D�(�
{$ = � + W" ,   $ ,   W ,�$ ,W	} =  :N'6 �Ld  j'Z �= T��� ���Z  ,  {- ,# ,/ ,! ,% ,� ,� ," ,�} =  :SY��

]�H�*��� �dM,  j�[  S�  8�d� �W	
]N^��, FM?�� NL<� FM?L,  @T(� �$	

:@7��
{�- ,�	 ,�/ ,�	 ,�% ,"	 ,�� ,�	} =  �W	

H

H
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� �

 :N^��, FM?�  
�

��

�~
�

�

� H  :NL<� FM?�  �$	

@7Q rW D���
{�4 ,- ,/ ,� ,� ," ,�} =  SY��  �

{$ = " − W� ,   $ ,   W ,�$ ,W	} =  :N'6 �Ld  j'Z �= T��� ���Z 
]�H�*��� �dM,  j�[  S�  8�d� �W	

]N^��, FM?�� NL<� FM?L,  @T(� �$	
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 The Concept of Relation

 

�{G� ,��} = �u ,{G� ,�� ,G� ,H�} =Hu ,{� ,�} = W ,{� ,H} = S WB�� ��6  ¢W�,�  ��	
�e����� C��0 W × S 7	�� �W	

:  (P  (P  (P  ����	
�0 ����	�� D��� D��P �$	
W × S   Hu ,  W × S  G� ,��  ,  W × S  G� ,H�

 ?W 56 S -� �12��� Hu D�Oj D� �BC	

 ?W 56 S -� �12��� �u D�Oj I ���� ��	

���e��+ C��0 {� ,� ,� ,� ,H} = S Z+ ����	�� ��12��� -� ±2� 7	�� �"	
  �{� = W − 4 ,S  4 ,W :G4 ,W�} =HK �W	

  �{4 < W ,S  4 ,W :G4 ,W�} = �K �$	

  �{W� = 4 ;S  4 ,W :G4 ,W�} = �K �BC	

  �{4  = W ;S  4 ,W :G4 ,W�} = �K ��	

�L��)� ;��P���
 ?P ?�_	�	F; [¡l0 �O��O�� <�M�� � 42M�� �0�\6 -� ��l#

�W × S ⊇ 
 e��+ *�+ ](�F; (P -� C�zP  e��+ *�+ ?P(

�W × S
� \�Y�� �<'LZ N<*Q N��� 5�Z�LiL'�

 ���O�; ?P � �C��0 [$��+ ?�$�; -;��� 42M�� 56 7�I�
�E��0 FM��0 �3r@	
�� <C%a � <*J���� �12���

S

W

�\�ZF ��
¥i�dm�

r�P6�=
v�)�

��Y��

>�P
�� ��

d �a
�6b

����
M�� 

��d
 �a

�6b
¦Mq�

� �a
�6b

nXKY���o 5�,�C[
]5�,�C3� X'�� �� �

:�*Y� �,�C[

W
S

��Y��
v�)�

r�P6�=
¥i�dm�
�\�ZF ��

>�P�� ��d �a�6b
����M�� ��d �a�6b

¦Mq�� �a�6b
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 ]@,�PL�� NL<��� FM?L�� �<'(L6 N���  �Z�LiL�� j'Z  ������ 8�d�
:@7��

 ," B, F�Q�� �  ,  � B, F�Q�� �  ,  � B, F�Q�� � :NL<��� FM?L�� S�
]� B, F�Q�� %  ,  % B, F�Q�� �

{�� ,%	 ,�% ,�	 ,�" ,�	 ,�� ,�	 ,�� ,�	 } =  r�Y�=

@7Q rW D���

~�

� �  ]NL<��� FM?L�� �<'(L6 N���  �Z�LiL�� j'Z  ������ 8�d�  %


P7Q}L<= S�
?  ��6  -� �12+  ×  k#J�@;��� Dz���� D�O�; D� �

?LCtP ��6 �+��_� -� �12+ -� CO�P �;��# -@�; D� "
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 ,>�P�� ��d �a�6b	 ,���Y�� ,>�P�� ��d �a�6b	} =  "
 ��d �a�6b	 ,��\�ZF �� ,>�P�� ��d �a�6b	 ,�r�P6�=

 �a�6b	 ,�r�P6�= ,����M�� ��d �a�6b	 ,���Y�� ,����M��
]{�¥i�dm� ,¦Mq�� �a�6b	 ,�v�)� ,¦Mq��

]W × S ⊇  �
]$�M�� @LZ S� 
P�  �

;�'���� −"
;'�Q 

 LCtP 56 �+��. -� �12��� ?6 i�b �12��� ��$� X�J*6
�xJ�@;��� 4y�� Dz�b � <��	¸ ?�@#

�'6�, �'(�W
:/	+��_�� �tl��  �

{� ,H ,� ,H−} = S  
{� ,H ,� ,H− ,�−} = W  

�W 56 S -� ��%�M�� ���%��� �12+ u e��+ *�b �W	  
:N+ u ��*Z r�Y�=  ,n�P'M)� �L�P��o ���Z u

]�" ,"	 ,�"− ,"	 ,�� ,�	 ,��− ,�	 ,�4 ,4	
�k�$
 FM��0 u D�O� �$	  

SW

"−
�−
4
�
"

�−
4
�
"

 
 X i�b ,{H� > P , X  P :P} = S : �+��_�� �tl��   "

����@�� *��+,� �+��.
�e����� C��0 S 7	�� �W	  

{- ,# ,/ ,! ,% ,� ,� ," ,� ,4} = S  
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�� *���� ��+��� -� 4 + W k��# 4 u W i�b S Z+ �12+ u ,{� ,� ,� ,� ,H} = S WB�� ��6 ��	
  �e����� C��0 u 7	�� �W	

��12��� ��s �±�B��0 ��MM} [
J� �$	

S

S

 

�W 56 S -� u �12+ ¹�	�� E��&�� FM��� D�O�; ��	
:����	�� ��J�&��� -� �ºD� -+ lMt �P !�0 7\P

S

W

�4
#
!
�
"

�  "  �  �

    

  �W × S  u �W	
  �u  G� ,H� �$	
  �u  G� ,�� �BC	

 �{G� ,�� ,G� ,~� ,G� ,�� ,GH ,��} = u ��	
  �{ PH� = 4 ,W  4 ,S  P ,G4 ,P�} = u �B+	

  �{� = 4 − P� ,W  4 ,S  P ,G4 ,P�} = u ��	
  � �Ah�* W × S e��+ *�+ ≥ u e��+ *�+ �l	

�S 56 S -� �:0C�� �12+ u e��+ *�b �$	  
,�4 ,4	 N+ u ��*Z r�Y�= n_,��o ���Z u  

 ]�� ,-	 ,�" ,�	 ,�� ,�	  
�E��0 FM}( k�$
 FM��0 u DO� �BC	  

�
�
�
~
�
�
�
�
H
�

S

S
H � � � � ~ � � �

  
�  4  
�  "  
-  �  
#  %  
/  !  

S

n@� rW D���o 5�,�C[
r�Y�= W �[ S S� nX�ao ���Z  �W	  �

{�� ,#	 ,�� ,!	 ,�" ,�	} = 

"
�
�

�
!
#

�4
SW

  �$	

� ! # �4

�
�
"W

S  
{�! ,�	 ,�% ,�	 ,�� ,"	 ,�� ,�	} =   "
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 �{~ ,� ,� ,� ,� ,H ,�} = W ,{� ,� ,� ,� ,H} = S WB�� ��6 :b���V�� �U7��� �%	
  :k� ��12��� ��%0 -+ ��	��� �12��� ?´a

  �W	

S

W

!
%
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�
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�
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� "  �  �  %  

 

H
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�
�

�
H
�
�
�
�
~

SW     �$	

{G~ ,�� ,G� ,�� ,G� ,�� ,G� ,H�} = u �BC	

{� − P� = 4 ,W  4 ,S  P :G4 ,P�} = u ��	

 S �[ S S� ny�I^ �+ D�m� R�§�o ���Z  �W	   �
 ,�r���� ,�L�	 ,��L� ,�L�	} =  r�Y�=

,�¨� ��Z ,¨� ��Z	 ,�r���� ,r����	 ,��L� ,r����	
 ,�>�OZ ,>�OZ	 ,�¨� ��Z ,>�OZ	 ,�>�OZ ,¨� ��Z	 

{���W ,��W	 ,�;��C ,;��C	

S

��¸?�(C�
���+
�»P [
�\

¼� �&+

  �$	

]*�a

]*�a

���+

���+

�»P

�»P

?�(C�

?�(C�

¼��&+
��¸

��¸
¼��&+

S

S
{��4 ,�	 ,�/ ,�	 ,�� ,"	 ,�� ,�	} =  �W	 �

�"�
�/-

�4
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NL<�

 �$	  

H�

H�
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�
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�

�

�
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H

H

S

S

 FM�
¡��,

{�! ,#	 ,�� ,#	 ,�! ,�	 ,�! ,�	 ,�� ,�	} =   %
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�h	 ������� ������ ��C���
,����&M�� *��+,� �+��. " i�b ,{~ -� C�zP ]*Ca *�+ P ,"  P :P} = S WB�� ��6 ��	

�������� *��+,� �+��. W i�b ,{H ≥ 4 > �− ,W  4 :4} = K
 �e����� C��0 K, S -� ±2� 7	�� �W	

�e����� C��0 S × K ,K × S -� ±2� 7	�� �$	

�k�$
 FM��0 K × K D�O� ��	   �E��0 FM��0 S × S D�O� �BC	
KK  

S

S

�{4 H� = P ,W  4 ,S  P :G4 ,P�}= u ,{H� ,� ,~ ,� ,�} = W ,{� ,� ,H} = S WB�� ��6 �"	
  �e����� C��0 u 7	�� �W	

S

W

   �E��0 FM��0 u D�O� �$	

�
�
~
�

H�

WS
H

�

�

 �<9���� ����( e����� C��0 ¹�	�� k�$F�� FM��� � ����&�� Hu �12��� 7	�� �BC	

?Hu = u D� ��	

;��P���� 86b���� −�
}L<= S� 
P� 

n}L<= S� 
P�o 5�,�C[
];�^   �
];�^   "

@6�, ;��PQ
-�  ��	}  ��12+  ½2o  �0�	�  42M��  56  7�I�  :�'i)�
{H� ,� ,� ,� ,~ ,� ,� ,� ,� ,H} = W 56 {� ,� ,H} = S

�e����� C��0( <9�¾ ��0

_6£ b���V�
 {� ,~ ,�} = W ,{� ,� ,H} = S WB�� ��6   �
 ,G� ,�� k� W 56 S -� u �12+ e��+(

�u �12��� 3z �G~ ,��
]� �Z�L© �[ � �Z�L© S� nXO^o ���Z N+ u
 ,{� ,~ ,� ,� ,H} = u ,{� ,� ,H} = S WB�� ��6   "

 e��+ *�b �W 56 S -� k��0C# J�\ �12+ u
�k�$
 FM��0 �$�O� [o ,u

]�- ,�	 ,�� ,"	 ,�� ,�	 N+ u ��*Z

�
"
�
!
-

�
"
�

SW
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NPM*L�� ��YI���� @A��L�� @�
�kB��0 FM��0 �$�� ±2� D�O�a ,{~ ,� ,� ,�} =  ��+ �12+ �  ,�  ,H  -� D� ?�� ��6  �

�{G~ ,~� ,G� ,�� ,G� ,�� ,G� ,��} = H  �W	
�{4 < P ,   4 ,   P : G4 ,P�} = �  �$	

�{G~ ,�� ,G� ,�� ,G� ,�� ,G� ,�� ,G� ,��} = �  �BC	
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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��$� �±�B��0 ��MM�� [
J� ?  ��6  -� �12+ D�O�; ��#�� ��+��_��� ]la {� ,� ,H} =  ,{�\ ,4 ,P} =  WB�� ��6  "
{G� ,P� ,GH ,P� ,G� ,P�} = H  �W	

{G� ,�\� ,G� ,�\� ,GH ,�\� ,G� ,4� ,GH ,4� ,G� ,P� ,G� ,P�} = �  �$	
{G� ,4� ,G4 ,�� ,G� ,P� ,G� ,P�} = �  �BC	

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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@A��)� @� 5��i�Q���[
�F���� -+ i�0� •

���h�1 [µB •
� �I(�\ D�+� •

�g%£( -¶ •

���F@+ �%;CM0 D�+� •
�k%M��� =@	��  ���	
� •

��±�B��0  �2�Oj [
J� •
�FF0P ��lF� Db •

 :��+ �a �C���� ��12��� -� �+��_� k�; �� ka  �
{H� ,H� ,� ,~ ,�} = 

:��Cz��+ C��0 �12+ D� 7	��
{ ~ + P = 4 ,   4 ,   P : G4 ,P�} = H  �W	

{P  H
�   = 4 ,   4 ,   P : G4 , P�} = �  �$	
{�P = 4 ,   4 ,   P : G4 ,P�} = �  �BC	

 ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

 ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

 ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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 �BC	
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�
H
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W

S

 :���Z @(ª Hu GW� "
 

S

W

�
�
H

P 4 �\

 :���Z @(ª �u G$� 
 

�12+ DOj I GBC�

{��% ,-	 ,��" ,!	 ,�- ,�	} = Hu GW�  �
{�- ,�	} = �u GBC�  {�� ,-	} = �u G$�  
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 www.mathsurf.com

 IóMƒdG
 á°SOÉ°ùdG

(Ü)
(ádGódG) - ≥«Ñ£àdG

 Mapping - (Function)

?;����� r�Y� �L^ j'Z �2¬Q N��� @������ N+ ��  �
 N= ;����� r�Y� ��Z �6�PQ v�L'��� J�M��� X�d  "

?S6�K���� ������ r�P�� �6�<^

]�|�A�*(��� ;����� r�Y� �L^ r�d ,S6��Vm� S�^�P�� N=
 ]�\�6�PQ �L�  ̂b��'� ;����� r�Y� ��Z r�d ,�#4� >�Z N=
 ,�-%4 >�Z N=� ]�L�  ̂0b��'� �7  ̂e', ,�-"/ >�Z N=
 �-%4 �*� S�, ��� ]b��'L�� XO^� S6b��'� x�HW
 ;����� r�Y� ��Z x�O�� ����� XZ�UQ �--4 �*��
 D��� XO  ̂@T(LQ ���I�� �M+ rW �F ]�L�  ̂5�b��'� %

 ]�\�6�PQ r��^3� �LZ
 �6�<^ @�� �L�^ 5�b��'� ! ;����� r�Y� ��Z jM?Q

]S6�K��� r�P��
 �"� # S�, ;����� r�Y� ��Z @O6 rW v�L'��� b�P6

]"� r�P�� �6�<^ @�� � \b��'�
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 r��P�� 1 r�Y��� �L^ SZ ��=��)� 5���'�)� >��?���,   "
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 g�&M#

Mapping
 ?�C	1I� <�+�1

Mapping Rule
 c�_�

Domain
 D0�%� c�_�

Corresponding Domain

 3-6≥«Ñ£àdG
Mapping

;'��Q R��
 �g�&M	��  ��$�
  <�+ -�0 -� g�&M	�� -���#

���12+
  -+ ]9�C�� C�&�	�� ����

�g�&M	��

5����?��F� S�
  g�&M	�� ?���%	�� ���	F;

 ��J�`6 [���# ��+
�J(C���

 �+��_� k� k	�� �12��� W
J*( ,k#J�@;��� 4C��� Dz�b W
J*  �b��� �'H
 �kB��&�� FM����( k�$ �F�� FM����0 �$�� �D� D�O�# ����( ,k#J�@;��� Dz���� -� ��h9\
 ,LCt,� ������( ���"�;C�� �
�J* ka ����0 ����P ¨� ��12��� -� �¿�t R�B �� g�&M	��(

▶�������� ��#����� ��%�&M	�� ka ����(
XKY�����*��� ¥, 5������

  -� Cz��+ -�0 �12��� k�$F�� FM���� D�O�;
�  -� Cz��+(�−

�−
4
�
�

"−
�−
4
�
"

 :�0 k��	�� c(�_�� D��P  �
�-;C����� -�0 �12+ X��� ?�� ��6 ✓

�-;C����� -�0 �12+ X��� -@; [� ��6 

?  -� Cz���0 �M&#C�  Cz��+ :��\ D� "
?  -� Cz���0 �M&#C�  Cz��+ :��\ D� �

?  Cz��+ -� C��+ D� F&#J�  -� � �C��+ [@0 �
��&
����� *��+,�0 ����C�� À�� %

�  =     �−
 GH−� =     H−

� � =     
�  =     H    

 � =     �    
� [1J c�ÁF�� ka  Cz��+ :�  Cz��+ G?C%#� F0C# k	�� <�+�%�� *�b !
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× ,+  � = H  �  ~

 �( ,��12��� W
J* g0�F�� � �b��� �'H ➤
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 ]W �[ S S� � \P��MQ @T(L6 ��	 @Y� ¡����� FM?)�
 ,{� ,� ," ,�} = @,�P)� y��© ,{� ,BC ,$ ,W} = y��©

]{� ,"} = ����
 ]W �[ S S� � \P��MQ @T(L6 F �"	 @Y� ¡����� FM?)�

 N+ W S� ��*Z �2�(, F�Qb� BC ±*��� rm }���
 S� ±*Z 0c, �M�Q�6 � � ,$ S6±*��� rm �W ,� ,� ,"

]W ��*Z
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� + �" = ��	D �W

n@� rW D���o 5�,�C[
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P� 
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P�o 5�,�C[
 F�Q�6 ���*Z � \P��MQ r�YQ F W �[ S S� ������ �

 �i^ ���*Z �W ,W S� ±*Z S� �(dc, S S� ±*Z
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nNPM*)� �YI���� @A��)� @�o 5�,�C[
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Kinds of Mapping (Function)

 4 -6
;'��Q R��

  g�&M	�� R��BP �;��#
���	����

5����?��F� S�
  �I�� �_�C&� ���	F;

 g�&M	�� -� � �+��BP �&
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▶�g�&M	��

XKY���
��M��� J��^W 

�L�W
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Injective
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 ���*
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� \�Y�� �<'LZ N<*Q N��� 5�Z�LiL'�
 � k�$F�� FM��� � ?�µb2; ���� 42M�� cl
�

��* g�&M	��
 ��*��� ��Z = D�i)� 1 ��*��� ��Z :�*Y� �,�C[

  �[ D�i)� S� �����)� ;<�m� ��Z = @,�P)� D�i)� 1
]@,�P)� D�i)�

��C��� 
?���)� ?� \P��MQ @(L6 ³���� NL<��� FM?)� @+

�
-

�!

�
"
�
�
% S
W

�W 1 ���� ±*�, F�Q�6 S  1 ±*Z @d rm ,;�^

 ,g�&M	�� WaC�# g0�F�� �J��� �  �b��� �'H ➤

���	��� g�&M	�� R��BP dC�	# d�
 �J��� ��� �(
��<L��� −�
XKY���

�6�q��
���	��� g�&M	�� R��B, ��9�¾ d�r@	
�

�L��)� ;��P���
 ,<=t,� ½2O�� ���M�� � 42M�� D�+ -� ��l#

�<�Mt D� � g�&M	�� ��9�� ?�µb2; [¡P -� ��l#(
 ,G�� ���M�� � ���µbI k	�� ¤h���� [$�� �1�B

�g�&M	�� ��	��� R��B,� /0 G�� ,G��

�b��� ;�*�
�b��� R��+W

:?P Z+ � �J*�1 7��M�� ?�@; �J��� �;�¡ �
���	��� g�&M	�� R��BP *�^

�����m� 5�7'MO)�
 •����* ,D0�%# g�&M# ,-;�&	� g�&M# ,D��` g�&M#

�−~



٣٤

�'(�W
:
��M��� �*6�� SY��� {� ," ,4} =  ,{" ,4 ,"−} =  SY��  �
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� − �" = ��	 5 &��  :5 
��M��� 

 ,@��� 5 @+ ]NL<� FM?L, �<'T(� T;2 ,��Q�L�� k��lm� S� �Z�LiLd 5 8�d�
?���L�� ?@,�PQ ,S6����

:@7��
�− = � − "− = �− ��−	" =��−	 5

�− = � − 4 = �− �4	" =�4	 5
% = � − ! = �− ��	" =��	 5

{�% ,�	 ,��− ,4	 ,��− ,�−	} = 5
{% ,�− ,�−} = p�L��

]p�L�� _� p����6 @,�PL�� D�iL�� rm @��� 5
��	 5 ≠ �4	 5 ≠ ��−	5 rm S6���� 5

]@,�PQ 5 N�����,�
@7Q rW D���

]@,�PL�� @YK�� N= S��� NL<��� yMM?� 
��MQ  :D SY��  �
?���L�� ?@��� D @+ �W	

?���L�� ?S6���� D @+ �$	

4
�
�

"−
4
"

4
"
�

"−
4
"

B+

�−
�−
%

�−
4
�

%
!
/
#
-

"
�
!
#
�4

D
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���	��� g�&M	�� R��BP 42M�� dC�	;
�'6�, �'(�W

 ,{H ,�} = W ,{H ,� ,H−} = S WB�� ��6
,|�| = G��* i�b g�&M# W  S :*

?����( ?D��` * D� �
   @,�P)� D�i)� = {� ,4} �+ � 
��M��� p�� 

]@��� �+ � 
��M��� ³����,�
?����( ?-;�&	� * D�  "

 E. � ,�− D�i)� 1 r�±*Z �C�6 � 
��M��� 1
 ¦�� � 
��M��� ³����,� ,@,�P)� D�i)� 1 �<�I^ �b�O��

]�\*6����
?����( ?D0�%# * D�  �

]�\*6���� ¦�� y^m \�,�PQ ¦�� �

nXKY���o 5�,�C[
p�)�  @,�P)� D�i)�  �

 D�i)� 1 �<�I^ �b�O�� E. D�i)� 1 r�±*Z �C�6
$����
5�b���

��A��+ �C�b�
�6b�  ̂�C�b�

��W
�<�

���b
�*+
١
S

١
W

 ]@,�P)�

$����
5�b���

��A��+ �C�b�

��W
�<�

���b
�*+
١
S

٢
W

  "

p�)� = @,�P)� D�i)�
 D�i)� 1 �<�I^ �b�O�� E. D�i)� 1 r�±*Z �C�6

]@,�P)�
$����
5�b���

��A��+ �C�b�
�6b�^ �C�b�

��W
�<�
�*+

٢
S

١
W

   �

p�)�  @,�P)� D�i)�
 1 �<�I^ �b�O�� E. D�i)� 1 r�I'�� r�±*Z �C�6 F

]@,�P)� D�i)�

$����
5�b���

��A��+ �C�b�

��W
�<�
�*+

٢
S

٢
W

   �

]p�)� = @,�P)� D�i)�
 1 �<�I^ �b�O�� E. D�i)� 1 r�I'�� r�±*Z �C�6 F

]@,�P)� D�i)�
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  : ]*2��� ®̄ ;J�	��   : ]C_s� ®̄ ;J�	��°? �Cj
�−~

( )  
Kinds of Mapping (Function)

 

 ,H − �� = G��* ,{� ,� ,� ,� ,H} = W ,{� ,H} = S i�b ,W  S :* WB�� ��6  ¢W�,�  ��	
:g�&M#

 ?c�_�� �� �� �W	

 ?D0�%�� c�_�� �� �� �$	

 �G��* ,GH�* �\(P �BC	

  ?L��� �� �� ��	

� �  = G��* i�b ,W  S :* ,{� ,� ,� ,� ,H ,�} = W ,{H~ ,� ,� ,H ,�} = S WB�� ��6 �"�
 �* g�&M	�� L�� �\(P �W	

 �7&F�� C�� :� �2��` * ?�� ��6 �� �/0 �$	

 �7&F�� C�� :� ���;�&	� * ?�� ��6 �� �/0 �BC	

�{GP ,��� ,GP ,�\� ,G�\ ,4� ,G4 ,P�} = * i�b S  S :* ,{�� ,�\ ,4 ,P} = S WB�� ��6 ��	
S S  �k�$
 FM��0 * D�O� �W	

  �* g�&M	�� L�� 7	�� �$	
� GD0�%# ,-;�&	� ,D��`� * g�&M	�� R�B �/0 �BC	

��	 D�(�
{!� ,� ,"/ ,#} =   ,  {� ,� ," ,�} =   &��   :D r�d ��[

�@,�PQ	 S6����� @��� 
��MQ �+ D rW ST��=  , �� = ��	D r�d�
:@7��

 � = �� = ��	D
  # = �" = �"	D

  "/ = �� = ��	D
  !� = �� = ��	D

@��� 
��MQ D r�Y�= ,@,�PL�� D�iL�� = {!� ,"/ ,# ,�} = p�L�� �M�
 D�iL��, S�I'�?� S6�O*Z 0W F�Q�6 ;� y^W 0W ,��	D ≠ ��	D ≠ �"	D ≠ ��	D r[ &���

]S6���� 
��MQ D 
��M���= ,@,�PL�� D�iL��, y�I^ �O*���,
] \�,�PQ jL�6 D 
��M��� � \�[

@7Q rW D���
]��7�7O�� ���Zm� �Z�Li� N+ 	 ,"� = ��	D  &��  :D r�d ��[  "

]��= ? \�,�PQ jL�6 
��M��� �M+ @+

��	 D�(�
{# ,� ,4} =   ,  {� ," ,�− ,"−} =  :&��   :U r�d ��[

] \�,�PQ ¦�� SY�� @��� 
��MQ �+ U rW ST��= ,� − "�W	 = �W	U r�d�
:@7��

� = � − � = � − "�"−	 = �"−	U
4 = � − � = � − "��−	 = ��−	U

� = � − � = � − "�"	 = �"	U
# = � − - = � − "��	 = ��	U

]@��� 
��MQ �+     = {# ,� ,4} = p�L��
�\*6��Q ¦�� U    � = �"	U = �"−	U   

] \�,�PQ ¦�� SY�� @��� 
��MQ N+ U N�����,�
@7Q rW D���

,{% ,� ,� ,"} =  :&��  :    :U r�d ��[   �
 S6���� 
��MQ �+ U rW ST��= " + W� = �W	U r�d� {"4 ,��,�/ ,�� ,#} = 

] \�,�PQ ¦�� SY��
}L<= S�  
P7Q

?D��` g�&M# �� -;�&	��� g�&M	�� D�  �
?��%�%��� *��+,� �+��_� Ä i�b � �%�&M# C&	�# Ä ��6 Ä -�  H

�  = ¿ �12��� D�  "

:�����
 
��M��� r�d j'Z ;Y7'� NIY6

 N= �O*Z SZ XKY�� @��� ��°
 �b�H @T(L6 F @,�PL�� D�iL��

]D�iL�� �H�*Z ��m
 
��M��� r�d j'Z ;Y7'� NIY6

 S6�O*Z SZ XKY�� S6���� ��°
 �<�I^ �b�O�� �L<� D�iL�� N=

]@,�PL�� D�iL�� N=
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n@� rW D���o 5�,�C[
 @,�P)� D�i)� ≠ {�4 ,# ,� ,"} �+ D 
��M��� p�� �W	   �
 �° �+ D 
��M��� ³����,� {�4 ,# ,! ,� ,"} �+ 0M���

]@���
 E. - ,% D�i)� 1 r�±*Z �C�6 D 
��M��� 1 �$	

 D 
��M��� ³����,� ,� N+� @,�P)� D�i)� 1 �<�I  ̂�b�O��
]S6���� �° �+

:r[ &�� @��� �° y^m ,�d   "
 ���Zm� �Z�L© w	 w = p�)� ≠ W = @,�P)� D�i)�  
 ,"− �Z S6±*��� S� |�d rm S6���� �°� ,���'Y��

]@,�P)� D�i)� 1 �<�I^ �b�O�� E. D�i)� 1 "
# = " + " × � = �"	U   �

�� = " + � × � = ��	U
�� = " + � × � = ��	U
�# = " + % × � = �%	U

≠ {�/ ,�� ,�� ,#} = p�)� SY�� S6���� 
��M���
  \���� ¦�� 
��M��� ³����, {"4 ,�/ ,�� ,�� ,#}

\�,�PQ ¦�� 
��M���
;��P���� 86b���� −�

}L<= S� 
P� 
n}L<= S� 
P�o 5�,�C[

,�  � :� 
��M��� : \�(L= ]�b����, ¦��  �
 ,{� ,� ," ,�} = � ,{" ,�} = � &��

"� = ��	�
]S6���� SY�� @��� �° 
��MQ

]´ 1 �b�H y� ¦�� D�i)� 1 �IO�� rm ,�d  "
@6�, ;��PQ

 =�( �2��` ?�@; g�&M# �0�	� 56 42M�� R*� :�'i)�
�-;�&	�
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���= G��* i�b W  S :* ,{� ,H ,�} = W ,{� ,H ,� ,H− ,�−} = S WB�� ��6 ��	
 �* g�&M	�� L�� �\(P �W	

S W

 � GD0�%# ,-;�&	� ,D��`� * g�&M	�� R�B �/0 �$	

,W  S :* ¹�	�� g�&M	�� D� ,{� ,� ,H} = W ,{� ,H ,�} = S WB�� ��6 �%	
S W  ? �20�%# ,H + ��= G��* i�b

?����z ����	�� ��J�&��� -� ]P �!	
 H + �� = G��* ,���@�� *��+,� �+��. X ,������� *��+,� �+��. W i�b ,X  W :* g�&M	�� �W	

  ����;�&	� ²��( D��` g�&M# ��
 ��� = G���* ?´a ,� = G��* ,X  W :* ?�� ��6 �$	

 �-;�&	� g�&M# |�| = G��* ,X  W :* g�&M	�� �BC	
 �X �� �� = G��* ,X  W :* g�&M	�� L�� ��	

 �G�−�* = G��* ?´a ,�� + |�| = G��* ?�� ��6 �B+	

  :�� Å; �¾ S Z+ dC��� D0�%	�� g�&M# �?´a {� ,� ,H} = S WB�� ��6 :b���V�� �U7��� �/	
{G� ,�� ,GH ,�� ,GH ,H�} �W	

{G� ,�� ,G� ,�� ,G� ,H�} �$	
{G� ,�� ,G� ,�� ,GH ,H�} �BC	
{G� ,�� ,G� ,�� ,G� ,H�} ��	

NPM*L�� ��YI���� @A��L�� @�
?�*�\( ���b ka g�&M	�� ��� ¿��t �� ?� �%�&M# D�O�# ����	�� ��12��� D�  �

�BC	  �$	  �W	
W

$
BC
�

�
"
�

�
"
�

�
"
�

�
"
�

$
BC

��	  �B+	  ��	

?D0�%# ��  ��6  -� ����	�� ��%�&M	�� -� ]la ,{� ,H} =  WB�� ��6  "
{G� ,�� ,G� ,H�} �BC	  {G� ,�� ,GH ,H�} �$	  {GH ,�� ,GH ,H�} �W	

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

 :?, �2��` ²�� �� = G��] i�b  :] 
��M��� ,G������� *��+,� �+��_� k� � -@	�  �
  L���� G*�   ≠ L���� �BC	  D0�%��� c�_��� = c�_��� �$	   = L���� �W	

 ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

,  :c g�&M	��( {H� ,� ,� ,�} =  ,{� ,� ,H} =  WB�� ��6  �
H + �� = G��c 

 ����������������������������������������������������������������������������������������������� ��&#C� {�(VP �+��_�� c 7	�� �W	
 ������������� �7&F�� C���( , �20�%# ,���;�&	� , �2��` ¨B�� i�b -� c g�&M	�� ¿��t -��0 �$	
 ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�g�&M	�� k�$F�� FM���� [
J� �BC	

W
$
BC
�

�
"

�
"
�
#

�
"
�

�−
4
�

4
�

@A��)� @� 5��i�Q���[
�F���� -+ i�0� •

���h�1 [µB •
� �I(�\ D�+� •

�g%£( -¶ •

���F@+ �%;CM0 D�+� •
�k%M��� =@	��  ���	
� •

��±�B��0  �2�Oj [
J� •
�FF0P ��lF� Db •
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_6£ b���V�
:W �[ S S� ������� 5�P��M��� S� µ@d J�^ � T��

���@�� *��+,� �+��. X i�b ,{X Z P :P} = S  �
    {]*Ca *�+ 4 ,X Z 4 :4} = W

H + �� = G��K  
@,�PQ  

���@�� *��+,� �+��. = S "
������� *��+,� �+��. = W

�− = G��*
@,�PQ ¦��, S6���� ,@��� ¦��  

nNPM*)� �YI���� @A��)� @�o 5�,�C[
]� \P��MQ `��� �W	  �

]@,�PQ 
��MQ �$	  
]@,�PQ ¦�� ,S6���� ¦�� ,@��� ¦�� ,
��MQ �BC	  

]@,�PQ ¦��� S6���� ¦�� ,@��� 
��MQ ��	  
]@,�PQ ¦��� @��� ¦�� ,S6���� 
��MQ �B+	  

]� \P��MQ `��� ��	  
�$	  "
�BC	  �

{��4 ,�	 ,�% ,"	 ,�" ,�	} = D �W	  �
 @,�P)� D�i)� ≠ {�4 ,% ,"} = p�)� rm @��� �° D �$	  
 ±*���, D�i)� S� r�±*Z y�= F�Q�6 F y^m ,S6���� D

]@,�P)� D�i)� S� y�I^
]@��� �° y^m @,�PQ �° D

 �BC	
"
%
 #
�4

�
"
�

S
W  
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5-6(»£îdG ≥«Ñ£àdG) á«£îdG ádGódG
Linear Function

;'��Q R��
  ����	
�0 c�(��� D�O�#

 kB��&�� D�O�	��( c(��_��
�[
C��( �I*�����(

5����?��F� S�
  c�(��� :0�M��� ���	F#

 3���@# �;��	� ��M���
������� �+�&M�� c��+P

 �J��� ��� ka [��		
 ,���* (P � �%�&M# ��F# �z�t ��12+ ?P W���#   �b��� �'H
▶ ���	�� KCM0 c�(��� D�O�# ����

XKY�����M¶� D�����
<CMF� ,kB��0 [
J K�J(P :���?��L�� 5���m�   

{� ,~ ,� ,� ,�} =  ,{� ,� ,� ,� ,H} =  �tl��
 i�b  ��6  -� �12��� H  7	�� GP�  �

H
H�

�

�

�

� � �

�
�
~
�

 {� + P = 4 ,   4 ,   P : G4 ,P�} = H  
�kB��0 FM��0 H  D�O� G4� 

?[�%	F� F�0 U�%��� ��� Dz( -@�; D� G�\�

H
H�

�

�

�

� � �

�
�
~
�

  {� ,� ,�} =  ,{� ,� ,H} =  �tl��  "
�H − �P = 4 WB�� ��6 �\ ��6 GP� -� H ka ���M��� JC�

;'�Q��M¶� D�����
 ��+ ?�C	1I� <�+�1 �0�	� -@�; ,� + � = G�� * i�b Ä  Ä :* G������� g�&M	��

�� + � = ¿ <J����
 Æ�F;( _,���� ��q�L�� ¿ Æ�F;( � ka ���* ¿ ?�@; � ���%0 ¿ ���1 F&#C# ����+ 

]@P��L�� ��q�L�� �
 J�����( ,D%	F��� C��	��� G����F�� J���� k%a,� J����� ���	FB kB��&�� D�O�	�� ka

�:0�	�� C��	��� G��*���� J���� k
PC��

H
H−�−�−�−

�
�
�
�

�−

� + � = ¿

�����m� 5�7'MO)�
 :0�# C��	�

Dependent Variable
 D%	F� C��	�

Independent Variable
 ��Mt ���*

Linear Function
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�
~
�
�
�

H � � � �

  G$�  

[�B  GBC�  
{�# ,�	 ,�� ,"	 ,�4 ,�	} = �u GW�  "

�
�
�
~
�
�
�

�

�

�
H

H�

  G$�  

�k���� Ft �I  GBC�  

��C��� 
:�����)� 
P� � ,� B� ;�� g�2 �C�W

H − �� = ¿  �
�# ,�	 ,�% ,"	 ,�" ,�	 :�'L�� �,�C[

� − �� = ¿  "
�/ ,�	 ,�� ,"	 ,��− ,�	 :�'L�� �,�C[

~ = ¿ − ��  �
�4 ,�	 ,�" ,�	 ,�� ,%	 :�'L�� �,�C[

��<L��� −�
XKY���

�6�q��
 � ±�B��0 �A�%	F� D�O�	� ,E��&�� [
C�� 42M�� ���	F;
 <�b�( ���1 F&���0 kM�# � �� ���1 D� ?P �µb2�(

�¿ ��
�L��)� ;��P���

 E�O�� U9�� ,G�� [1J <�M�� ��0 42M�� �h�	B -� g%£
��3r@	
�� Z+ U���� F�F; c�ÁF�� -�

nXKY���o 5�,�C[
{�/ ,%	 ,�! ,�	 ,�% ,�	 ,�� ,"	 ,�� ,�	} = Hu GW�  �

�−~
�b��� ;�*�

�b��� R��+W  
:?P Z+ � �J*�1 7��M�� ?�@; �J��� �;�¡ �

 • E��&�� D�O�	��( c(���� ����	
�0 c�(��� DO�;
�[
C��( �I*����(
�����m� 5�7'MO)�  

 •���Mt ���* ,D%	F� =�	� ,:0�# =�	�
���?��)� 5���m�  

 •��B��0 �&
�b ���
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 �<^��, ��MV ���� jL�Q ´  $ ,  , $ + �  = � �W $ + �  = ��	� &�� ´  ´ :� ������
];�P��� FV

]�|�P=W � \L�P��� �|MV �<^��,� ��,�2 ������ r�YQ � =  ���*Z :�����

�'(�W
 5��a�6���, �'O��

 � + �� = ¿ ��*����� -�&#
 � + �� , ¿ -;C�&�	�� ?P

 ������ k��#( �?�;(�F	�
 ¿ ���1 ?P � + �� = ¿

<�+�%�� c2t -� <�M��
�� + �� 

 ?��MV ���� N+ @+ ?���� @T(LQ @+ ]" + �� = � &�� ´ j'Z ������ �|�^��, @T(� �
:@7��

%
�
�
"
�

�  "  �  �  %�−
"−
�−
�−

%− �− �− "− �−

" + �� = �

 ��q�L��� @P��L�� ��q�L�� ;�P� \F��C r T�Y^
:_,����

 rm ��MV ���� N+� ]��	 _,���� ��q�L'� ����� �L�� �<� ��	 @P��L�� ��q�L�� N= �L�� @d rm ���� @(LQ ������ �M+
];�P��� FV N^����� @�(L���

 ��%M�� C�� [�%�� ��0 ?P �µb2� :� �$��O�# ka ��M��� c�(��� ��B��0 ����	
� ���@�; ������� <����� Dh�F� ��0 Db ��+
���lF��� ��6 �&F���0

 Ft ��+ :%# ��lF��� g%�# k	�� [�%�� :��\ -@�( ,� ���%	F� ��Mt ?�@; ?P <J(C���0 ²�� ��lF��� kB��&�� [
C��a ����
��b�( [�%	F�

 ]����L�� r�OLPB�� ��Z� ����YL�� e���L�� S�, F,�Q N��� ��Z�P�� �|�^��, @T(�� 8�d� ]��^�^� � e'�L, Na�6��� ��LP�� J��6   "  
]}�,�C[ ��= ?���� ��Z�P�� �M+ XOQ @+ ?J�, � \O�L� ;Y= ,� \b�*6� �! j'Z y'����Z @O� ��[

:@7��
]� � = � : N+ �Z��L�� r�OLP�� ���, ����YL�� e���L�� F,�Q N��� ��Z�P��

 

]r�OL� - �Z��L�� r�OLP�� ��Z r�Y�= ,� \b�*6� �! j'Z y'����Z @O� ��[
]����YL�� e���L�� ��7^ �Z��L�� r�OLP�� ���� � \��Q ,;�^

_,���� �q�)� r���F� ��Z�� @P��)� �q�)�
¿ � + �� �
H− � + GH−� � H−
� � + G��� �
� � + GH� � H

�
� " � � % ! / # - �4

#
�"
�!
"4
"�
"#
�"
�!

r�OLP�� ��Z

���
�YL

�� e
���L

��

" � 4 �
# � 4 �

35

� \�Y�� �<'LZ N<*Q N��� 5�Z�LiL'�
 ?�@# �0�\T� D� ,��C� ½2o (P /#C� G�� [1J <�M�� JC�

;�^  ?�$FB k� �Ah�*
����* ?�@# ��*��� -+ ���+ <C%a ����z [$��6 7�I�

 �� rW ���� @(ª ������ �[ ���*��, }*YL6 F :�*Y� �,�C[
]� B� ��M�� �L�� @CW S� ,� B� ¥�I'�� ¥�L��

;�'���� −"
;'�Q 

 ���1 *�£ ,�� ���* -� D%	F�� =�	��� ��*��B ���1 D�
 E��&�� [
C�� ��I�0( �:0�	�� =�	��� F%a <�b�(( <�b�(
 E��&�� [
C�� :M%; ÇPJ Ft ]P ?P k��; ��� ?´a ,������

�F&���0 <�b�( �M%B �
�'6�, �'(�W

 D� ?���* D�O ®j D� ,� ±�B��0 H + �� = ¿ ��*���� DO�   �
?��Mt ���* k�

� :0�	�� =�	��( D%	F�� =�	�� -� D� [�%� �I(�\ ? ���
@P��)� �q�)������� ��Z��_,���� �q�)�

�� + �"�
�−� + ��−	 × "�−
4� + �4	 × "�
�� + ��	 × "�

S

W
�
�

�
H

H �
�−

�− �− H−�−
H−

 �L�� �. ��	 @P��� �q�� �L�� @d rm ,���� N+ �����)�
 FV ¡����� ;���� rm ;��MV ���� N+� ��	 FP= �����

];�P���



٣٩

]�\�6�PQ �Z��t;d "! 0���Q �������  N= y�Z�� `^�d ���= ,`���� N= ���� zblm� 5�7�� �<�MP6 N��� �=��L�� @T(LQ  �
]�|�^��, �<'(� T;2 ,r `����� R �=��L�� S�, ������ xa�Q ������ 8�d� �W	

:������� 5���m� S� @d N= zblm� 5�7�� �<�MP6 N��� �=��L�� ��i63 �����L�� >�?��� �$	
]5�Z�� #  ,  5�Z�� %  ,  r��Z��

:@7��
 ;d "! �=��� _MP6 �Z�� @d &�7, `���� 1 ���� N+ zblm� 5�§� �<�MP6 N��� �=��)� r[ �W	

S�f�� × �Z·�� = �=��)�
r"! =R

�Z�MP)� �=��)� �*L'Z ��[ S�f�� ��¯[ ��^�Y�[ �*�M�6 D���� �M+ �$	
�Z��tr�"%#
;dtR"!%"��4"4#

r × "! = R ������� �����)� 
��MQ 
6�I SZ }���
S��Z�� N= ;d %"  zblm� 5�7�� _MP6

5�Z�� % N= ;d ��4  
5�Z�� # N= ;d "4#  

@7Q rW D���
,�"− = � ������ �|�^��, @T(� �W	  �

]}�,�C[ ��= ?��MV ���� N+ @+
?��MV ���� @(LQ @+ ?% = � ������ �|�^��, @(� �$	

4 � " � � %

r "! = R

! / # - �4 �� �"
"!
%"
/#

�4�
��4
�%!
�#"
"4#
"��

r

R

����
'�Y

��, �
=��

L��

�Z����, `����

36

 �$	

HH−�−�−�−�−~−
H

�=¿

�

�

�

�

�

�

� ~

�
~

S

W

 
��MV ���� N+ ;�^

 g;*��z ,�J���� �bP � ,42M�� -� �+��. :�&#   "
 ��bJ [�µ�	� c��� -� u�&� :�� ,�_�� �$���� -�
�J��;* ����� �$�� �b���� K(����� C�
 ���
J��

 k	�� *�%��� /0 F0C# k	�� <�+�%�� � ±�B��0 D�O�( 7	�� �W	
 ���¬ �1 ��B�� ��6 �_�� �$���� g;*��z *�+( ,W�¬

?¨��0 [# � �1(��z [@a � �J��;* ��

 N��� ��P*�� ��Ld = � SY��
 
6��*H ��Z = � ,`�¸
,`��, N��� �IIi)� �<d�I��

 ��Z�P�� r�Y�=
 ;� "u%44 = �

 �W _,���� �q�)� _a�� ���
 � �L�� �C�W ,5���O�� b�� �Z �4 ��,���� �L�P��

]� \���*H �" :��¹�*)�

��	0�\6 �Ma ?���* <�+�%�� D�Oj D�  �$	
 �C�Q @P��� �q�� �L�� @Y� rm ;���� ��Z�P�� @(ª

]FP= ����� _,�Q �q�� �L�� k�?L'�
n@� rW D���o 5�,�C[

]ºWb ¦�� ;�P��� FV �+ ¡����� ;���� ,;�^ �W	 �

S

W

 

S

W

� � H� H~

��
��
��
H�



٤٠

"�

  : ]*2��� ®̄ ;J�	��   : ]C_s� ®̄ ;J�	��°? �Cj
�−~ (  )  

Linear Functions
 

:� + � = ¿ ��M�� ������ W�M+P ��6  ¢W�,�  GH�
 ?D%	F�� =�	�� �� �$	   ?:0�	�� =�	�� �� �W	

 �� = � ,� = � ,�− = � :��+ ¿ [�1 �\(P �BC	
:D��C @d @LdW ��M¶� D����� ~�, »6 ��  1

� − �� = ¿ ��	  H� + �− = ¿ ��	  ~ − �� = ¿ �"	
������
H−

H
�
�

!−
H−
�

�
�

-

H−
�
H
�

�
:������� ��M¶� D���� S� @d �|�^��, ;�b�

�%	� + �− = ¿�!	H − �� = ¿

�/	� = ¿�#	� − � = ¿

É``````e
∂jCGQ?

 R�#J� �\��B -@�; �[o -�( ��h���� ��M���� {J�t ?�V(,� ����# 
 � ���+ �¨��J �µ�� -� ���( -�9�� ka ��Mt ����0 ¨��J ��0 ¿�zJ [�1
 �I(�\ ? È�� ���B�o D� [
 ��� F&�( [
H�� R�#J� -� k�J [�%�� ?P

�H�� + � ���− = ¿ ������ :0�	�� C��	��� [�%�

]]] �YI6 y'����Z
 ����	
�0 :0�	�� C��	��� [�1 *�_;6 k��@�;
W�t*P ��6 ��&
���� ���� ka c(��_��

H�� +  � ��� − 
 ,�#���� c(�_�� ��6 �CµB( Y ������ �$BP ��+

 :k�( ,:0�	�� C��	��� [�1 *�_;6 k��@��a
���@�( �� ,HH��� ,HH� ,HH��� ,H��

]]] �YI6 �<=
 ÄCIP ?P k��@��a ,� = � ����+ ��� ���� ���1 H�� ?P ÂbIP

:� [�1 � H ��J�1 <*�;V D@� F%a ���
��H����
�H��HH���HH�HH���HH�H����

���−���−���−���−���−

 ;'� >�MO6 j�� ��l��� ��*�f�� ���I�� �=��� 5�bW ��[ �<��?���� N��� �P6�M�� ��
?���L� ?��abm�, ��H���

?}6Wb ��


P7Q}L<= S�
?� c�O� ka �&��F�� [�%�� ���	FB [� �����  �

 C��	��� ���1 �\�# k� ����� kB��&�� [
C�� ����	
� ��@�; 3��  "
?:0�	�� C��	��� <�M�� ���1 D\P -� D%	F���

?���* �12��� ?P �aC�� ��@�; 3�� ,�M�� c(�\ ����	
�0  �
��	0�\6 !"( ?��Mt ���* D�O�; � − � H

� = ¿ g�&M	�� kB��&�� [
C�� D�  �
37

n?}6Wb ��o
���lF�� D) �O��o �%;CI X��� WB�� ��6 A+ 42M�� cl
�
 r�Y�� ,4 = �"u% − �"4 :�����)� @� :�*Y� �,�C[

 ��H��� ;'� �<��q��6 N��� ¡��(�� ��Z N+ � �L��
 �# ;'P�� >f'6 0W �# = � &�� ��abm�, >��MH��

]��abm�, >�MO6 Nd ��^�2

n?}6Wb ��o 5�,�C[
 @�C N**YL6 y^m ¨� ��Z �P6�I >�?��c� :�'L�� �,�C[
 b�� _� _I�P��� � \U6W ���W rW� ,�|�^��, �<'(ª ����§� ����

]5�*����
;��P���� 86b���� −�

}L<= S� 
P� 
 ������ <J�z [���# -+ 42M�� -� 7�C; -� cl
�

?��Mt c�(* �A�%	F�� D� D� :��M��
]��MV ¼D��� `��� ���W��� U�M¶� ,�d ]� + � > = �

n}L<= S� 
P�o 5�,�C[
 @P��)� �q�)� rm ��	 D�()� 1 ������� ;�P�� >�?��^ �   �

]��C�� �L�� �+� z�q��)� `���� �+
 �Z �MP*�� _a�� ��7= ,��MV ������ `^�d ��[   "

 �q�)� �L�� 0���6 0��O�� N2���3� &�� ;;�P��)�
]N*���� N2���3� S� @P��)� �q�)� W��� ;2 ;_,����

]� B� �L�� @d @CW S� � B� ����� �L�� jMZW ��[  �
]ºWb �° ;�P��� FV ¡����� ;���� ,;�^  �



٤١

NPM*L�� ��YI���� @A��L�� @�
 �\(P �%� ���bC�� �a�F� ��6 � �*��	
� CF�� <C��# ��� *��# ?�C�M�� ���C` WB�� ��6 � ��+ ���� cU�F# :���*�� ��YI���   �

���0�;6( � �0��� CF�� C���# 3���@#( ?���� ��0 -�0 C	����@��0 ��a�F��� F
�	�

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ��	0�\6 ! �"( ?�a�F��� ka ���* <C��	�� C�
 D�O�; D� �W	
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������  ?CF�� <C��# ��@# ka CoÁ# k	�� LCt,� D������ �� �$	
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

 :0�	�� ,-;C��	��� -� ±2� dC+( ���* ��*����� D�_# k	�� 4�&
,� !"( ������ ������� <����� -� �I�O� 7	�� :�'iL��  "
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �D%	F���(
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����'�Y��, �=��L��b�*6���, �����
H ��~
H ~��
H ��~
H ��~
H ~��
H ~��

��
H��
��

H��
���
H��

@A��)� @� 5��i�Q���[
�F���� -+ i�0� •

���h�1 [µB •
� �I(�\ D�+� •

�g%£( -¶ •

���F@+ �%;CM0 D�+� •
�k%M��� =@	��  ���	
� •

��±�B��0  �2�Oj [
J� •
�FF0P ��lF� Db •

38

""

 ��@# ¹�¬6 u�&; ,?�=M�� U��oP ��#�� ����@� U�C\6 �zCa ?�=M�� ���q ��0 ��%# :}'<��)��-	
��%�1��� J��;* H� + J��;* � ���m�� L�b6 � ?�=M�� U��oP <Ch�M�� � 3#�s� ����	
�

�<��� ��	} ����@� ~ U�C\6 ��@# [�1 c(�\ D��P( <�+�1 7	�� �W	

gh�1��� *�+H����~
J��;���0 ��@	��

 ?���* DOj �12��� ��� D� �$	
 ?���@�� � ���%��� gh�1��� *�+ Z+ ����¬T� ��@	�� 31�	# D� �BC	

 ��@# WB�� ,¨@�	j ]��� ,����� Z+ ��9	�� Ä�� :�&� �0�&�� ��B2+T� <�;C\ � ��B2+6 U��� �mB ��4	
:CM
 D@� J��;* � �$��6 d��; =B�B* � ?2+T�

�G?� ?2+T� CM
P *�+( ,�0�&�� ��B2+T� <�;C\ � GX� ?2+T� ��@# /0 F0C# ��*��� 7	�� �W	
 

 �[�%�� ��� /0 F0C; �±�B��0 �A
J [
J� �$	

 ?�J�M
 *�+ � ���* ?2+T� ��@# D� �BC	

 :k�� = ¿ ���1 ?�@	� � − �H�� = ¿ ������ � ���1  :b���V�� �U7��� ���	
HH

�  ��	  H �BC	  � �$	  H− �W	

@6�, ;��PQ
 ,��M�� c�(��� [$a � [$��%# J�$É6 56 42M�� R*�

 �(*�^ ?P [$��6 7�I�( ,��0�	��( ��%	F�� ��=�	�� �;�£(
��¡��$; I ����V �� k	�� U�9\,�

_6£ b���V�
� − �" = � :�����)� >�?���

�   ?:0�	�� =�	�� ��  �
 ,� ,� ��%	F�� ��=�	�� WB�� ��6 :0�	�� =�	�� ��   "

"/ ,�� ,�  ?H�
�" ?�H :0�	�� =�	�� ?�� ��6 D%	F�� =�	�� ��  �

��	0�\6 �Ma ?��Mt ���* ��*���� DOj D�  �
]ºWb �° ;�P��� �+ ¡����� ;���� ,;�^

nNPM*)� �YI���� @A��)� @�o 5�,�C[
]�<�I^ �=��L'� �I'�� b���W _=� SYL)� S� ,�d �W	  �

 ,��dM��� v�G ®6b�Q ,��dM��� �T���H � T�� �$	  
]DEZm� D�Cb �Cb� �W �������� �Cb���

]$�M�� @LZ S� 
P� ]5�,�C3� X'�� �� "



٤٢

 6 -6á«©«HôàdG ádGódG
Quadratic Functions

����� ��	
  ��� �����	
�� ����� �����

 ����� ������ ���� ���
���!��"�


�����	� ��
  �#	$ ����� %��&

 '���(� �#	$� ��)�*+���
 ,-�	�
�� �.$ ,) �&��/��

 ��!����� ���0
���
������	
��

 �1
���� ,
�� ���)(� ,) 2��

� 3���� �*4 ,)� ,��M0�� ����� 7��!   ���� ���
▶ ������ %" 	89 � :��� ;	�

�� ��M0�� ����� %�

����	������� ����
������ �<��$ ��9 :������!� 
�"#  $��%& �'  $"���
 =-� ?���! �*4 ,���<�� >�	�� �@��& �4 �A3=C :E��� ���+��� ��F�� ���&  (

�G
���H

I
I−A− I

A

A

J
K
L

 ?MN�/
� %&O� ?C >�N !�!P� %&O  )
 !�Q&R STU$� �OV ,���<�� >�	�� ��U" 2<��  *

�K− = 3 E��� �"�/�� ,K = 3 E��� �"�/� C ���N
 ��� ������ ��!��" W���U� X�# �C Y� �<��� ���N !�Q&R ,���<�� >�	�� ��0
��  +

?G�����H =�-��
�S�1���� ���+��� ��F�� ���&V K − A3 = C ��H ������ 	@�Z  ,I

I−I−A−
A−
J−
K−

I

A

A                 �G�[ =-� ?K >N� �\U�� %� G
���H G�[ 	�]& �4 

����������� ����
 �A ^��U� �+
U��� 	�]
��� ���(� _�+�� �1�) ���! ,4 �����-�� ����

 ��	�]� ̀ 
/� 3 ���N ,) �&��U
��� ��	�]
�� E( � :��+
U" �aM8 ��M8 ����� ,���<�� >�	�� E��&
�S����� �@��& 3 ���N ,) 	�]
�� ��� � :"�U+" C ���N ,) 	�]
�� EO 	#*�V �C ���N ,) �&��U
"

��:b)��" � :�MN ��U&� ,  ��� ��� �:/c/" �O  ��� ��� �:/c/" �����	� ����� ,���<�� >�	�� E��&
�C  ���N ,) �&��U
" ��	�]� ��H 3 ���N ,) �&��U
��� ��	�]
�� ^!\� � ,�����	
�� ����� ,)

.(/ ��0�
A3 = C �a����� ��"� :���� E @�#

�*−)−(−1()*
23+(1(+3

 

A3 = C ������ ,���<�� ����
�� �*4  
I

I−A−J−K−L−d− I

A

A

J

J

K

K

L

L

d

d

e

e

f

f

��	�	# 
�4�M67
 ��M8 	�Z ���!

Non−linear Function
 �����	� ���!

Quadratic Function
 g)��" 2MN

Parabola

g?º ©J

 ,��9!��#  ����  ;-<  =>
 �? ��@A0� ���-� ;-< BC��
D�	  (,�  ����'  E  �>���

39

d−d
���� �FG�

���� ��H'
:EO h� � :�!�N T��M�� E��& 3���� �&�i j

 • ������ ���� ��� h� �����k�� ����� ���&
���!��"� �����

��	�	# 
�4�M67
 •�g)��" 2MN ,�����	� ���! ,��M8 lZ ���!

������7 
�"#  
 •������ �<��$ ��9

��I-� 
D, ;) ;)− = L M�N ,O9�� P< Q�N

)3 ,, ,(  I − E + AE (
+R ,, ,,  J − AEA )
(E ,( ,3  I + EA − AE *

 �1��� ��.�#� ��Mn� ����� 7���� ���� ��� ➤

 ���� �����k�� ����� o�� ;	�
� ;�� Ep�� ,� a�����
�g)��q� 2M+��
��S!�� −(
����	

�T�U�
������	� ����� 2��
�� l]
q� >�N 'rM�� XF�
U&

-!��7 ���C��
 _	�) �*4 ��+& ,SKV >N� _�Mn� ��� 'rM�� `s�
� %" t+u

 !���(� 2�v E��& � �N S�/��q� C >�NV w�q� EO %�
���Mn� ����� >x�" 2" �y� �4 z��" ,��+�+y�

 $-�9� �S�!? =SG� =�� 
�?�!V!��
 >�	�� E��& {�c� )3 = C ��!��q� l�]� G/��& X�#
  ?�.�(� |H � :$�
." �:b)��" � :�MN _�&�}� ��!����� ~��<��

D)� W� �$9��	 $A���� X���	



٤٣

"�

  : ]*2��� ®̄ ;J�	��   : ]C_s� ®̄ ;J�	��°? �Cj
~−~  

Quadratic Function
 

?����,�Q �W ��MV ����� �|�^��, \E�b ¦�� y6W� ?����,�Q ����� y6W� ?��MV ����� ¡��, ;�b »6 �� 0W  ¢W�,�  
��	

S

W

%

%%− �−�−"−�−

�

�

�

�

"

"
�

�

�"	
%

%%−�−�−"−�−

�

�

�

�

"

"
�

� S

W��	
%

%%−�−�− "−�−

�

�

�

�

"

"
�

� S

W

:@Yd ��^����� 5������� �Z�L© 1 R��VF� yC�W� y,�K��� yC�W XH� ,»6 �� D��� �Z�L© @d �|�^��, ;�b�
��	� + �� = ¿  ,  � − �� = ¿  ,  �� = ¿��� = ¿  ,  ��� = ¿  ,  �� = ¿ �%	

�!	���− = ¿ ,��� = ¿�/	� + �G� − �� = ¿ ,�G� − �� = ¿ ,�� = ¿

:k� ����0C	�� ������ ������ <J����
���%�%b *��+P �\ ,4 ,  , � ≠  i�b  �\ + � 4 + ��  = ¿

 �\J��� -� �b
��B�O��

 �\J��� -� �b
��(,�

 W0�o �b

k� ����0C	�� ������ kB��&�� D�O�	�� ��+ �2;��	�� ��0 g�&M	0 ����0C	�� c�(��� ��&� kB��0 D�O�# ]P ��+ c����� -@�;
�  ����F�� J��� ka ��@�BI� (P  J�F��� (P  -����� (P   D
, (P  ��+, �b�VT� :�� = ¿

�'(�W
 ]"� = � ����,���� ����'� N^����� @�(L��� � \��?��� "�− = � ������ �|�^��, @T(�  "

 :@7��
 ����,���� ����'� N^����� @�(L��� j'Z 5�*���� b�7� N= ��Y�^F� >��?���, "� − = � ����'� N^����� @�(L��� ;�b SYL6

] "� = �
���M���

��−
�−
~−

�−~−
�

�

�

~

~

�−

 

]"� = � ����,���� ����'� N^����� @�(L��� � \��?��� � + "� = � ������ �|�^��, @T(�  �
:@7��

 ����'� N^����� @�(L��� j'Z j'Zm� j�[ 5���� � ���W��� ���l3� >��?���, � + "� = � ����'� N^����� @�(L��� ;�b SYL6
]"� = � ����,����

���M���

��−�−~− � ~
�−
~−

�
�
~

�−

 

]"� = � ����,���� ����'� N^����� @�(L��� � \��?��� "�" + �	 = � ������ �|�^��, @T(�  �

���M���

��−
�−
~−

�−~−
�

�

�

~

~

�−

 :@7��
���l3� >��?���, "�" + �	 = � ����'� N^����� @�(L��� ;�b SYL6

 ����,���� ����'� N^����� @�(L��� j'Z b����� j�[ ����� "	 S�Q��� ��P=m�
]"� = �

40

nXKY���o 5�,�C[
W

"−�− �− �
�

"

"

�

�

�

�
%
!
/

S

  �

]� B� �L�� @d @CW S� � B� ����� �L�� �C�6 ,;�^
 ;�� ���*�Q� ��C�)� � ;�� �6�f�Q ���*Z � ;�� �6�f�Q "

]������� � ;�� �6�f�Q ���*Z �
]�− = � ,� = � &�� �! = � �

]8C�� \EA�� _,�)� ����� ]�C�6 F �

�− = �4	�  : \�(L= ,;�^

W

"−
"−

�−

�−
�−
%−

�−�− �
�

"

"

�

�

�

�
%
!

S

  %

;�'���� −"
;'�Q 

�'6�, �'(�W
 �&��
 �A�1 ���	
� ,H + �� = ¿ �±�B��0 D�O�( �I(�\ ?��  �
?� [�1 *�*9# ����+ ¿ [�%� ½�  ̂���� ,� �� �&\�� �A�1(

��
"−
�−
4
�
"

%
"
�
"
% �− "− �− �

%
�
�
"

"
�

� S

W

 W��Q ;2 ,4 = � j�� � ;�� ���*�Q � ;�� ���fQ ���*Z
]��6�lF� 1



٤٤

"�

 @Y� "� = � ������ j*7*) ��Y�^� �W ���l[ 
��MQ ��, ���� @Y� ¡����� ;���� XOQ N��� �b����� f�b 8�d�
:»6 ��

�#	�-	��4	

 

S

W

%−

%−

�
�
%

%��

"

"
�

�−�−
"−
�−
�−

"−�−�− �

 

S

W

%− �−

�−

�−

�−

"−
"−

�−�−

%−

�

%� �

"

"
�

�

 

S

W

%−

%−
�−
�−
"−�−�−"−�−�−

�

%

%

� �

�
"

"
�

�

���	��"	���	

 

S

W

%−

%

�−�−"−�−�−

�

"−

�

�−

"

�−

�
� " � � %

%− 
S

W

%− �−�−"−
�−�−

"−�−�−

�

%

%

� �

�
"

"
�

�

 

S

W

�−�−"−
"−

�−

�−

�−

�−

%−

%−

�

%

%

� �

�
"

"
�

�

  ���b( � ��
PJ �b�V6 �BC	  /���� 56 /#�b( ��%aP �b�V6 �$	  Z+,� 56 <�b( H ��
PJ �b�V6 �W	
D
,� 56   Z+,� 56 ���b( � ��
PJ �b�V6(  

����F�� J�¸ � ��@�B� ��	  J�F��� 56 /#�b( ��%aP �b�V6 �B+	   �b�V6( ����F�� J�¸ � ��@�B� ��	
D
,� 56 ���b( � ��
PJ �b�V6(  Z+,� 56 /#�b( ��
PJ

k� :0C� �b�F� DOj k	�� ������ <�+�1 ,����0C# ����0 ,:0C� �b�F� �\��B -@�; :b���V�� �U7��� ���	
 

������� = ¿ �$	  �� = ¿ �W	
��� = ¿ ��	   �� = ¿ �BC	

@7Q rW D���
]"� = � ����,���� ����'� N^����� @�(L��� � \��?��� � − "� = � ������ �|�^��, @(�  �W	 �

]"� = � ����,���� ����'� N^����� @�(L��� � \��?��� ,"�� − �	 = � �|�^��, @(� �$	 
]"� = � ����,���� ����'� N^����� @�(L��� � \��?��� "�� − �	 − = � ������ �|�^��, @T(�  %

:@7��
��P=m� ���l3� 
��MQ �M���,  "�� − �	− = � ����'� N^����� @�(L��� ;�b SYL6 

���M���

��−
�−
~−

�−~−
�

�

�

~

~

�−

  ����,���� ����'� N^����� @�(L��� j'Z S�L��� j�[ ����� �	 ����� ����
]5�*���� b�7� N= ��Y�^F� ;2 S�� "� = �

] "� = � ����,���� ����'� N^����� @�(L��� � \��?��� % + "�" − �	− = � ������ �|�^��, @T(�  !
���M���

�−
~−
�−�−�−~− � � ~

�
�
~

 :@7��
 
��MQ 
6�I SZ % + "�" − �	− = � ����'� N^����� @�(L��� ;�b SYL6
 ����'� N^�����  @�(L��� j'Z S�L��� j�[ �����"	 S�Q��� ��P=m� ���l3�
 ���W��� ���l3�� ,5�*���� b�7� N= ��Y�^F� ;2 S�� , "� = � ����,����

]j'Zm� j�[ 5���� %

����,��� ������"� = � ����,��� ����'� ¡����� @�(L��� �Z �P�M)� 5�6�7���
"�− = �]5�*���� b�� 1 ��Y�^F�

� + "� = �]����� � `^�d ��[ @I�m� �[ ����  �  � ��C�� � `^�d ��[ �Zm� �[ ���� � ���l3�
"�B+ + �	 = �]����� B+ `^�d ��[ ¥L��� �[ ����  B+  � ��C�� B+ `^�d ��[ b����� �[ ���� B+ �|�P=W ���l3�

"�B+ + �	− = � S�� ����� B+ `^�d ��[ ¥L��� �[ ����  B+  � ��C�� B+ `^�d ��[ b����� �[ ���� B+ �|�P=W ���l3�
]5�*���� b�� 1 ��Y�^F� ;2

� + "�B+ + �	 = � S�� ����� B+ `^�d ��[ ¥L��� �[ ����  B+  � ��C�� B+ `^�d ��[ b����� �[ ���� B+ �|�P=W ���l3�
] ����� � `^�d ��[ @I�m� �[ ����  �  � ��C�� � `^�d ��[ �Zm� �[ ���� � ���l3� ;2

41

 ¨0�r	; [�a �� − �� = ¿ ,�� = ¿ �±�B��0 D�O�  "
??��	Ê [�a( ??��B��&�� ?A
C��

�
��−�−"−

"−
�−

�−

�−

�−

"

"

�

�

�

�

%

%

"� = �

� − "� = �

W

S

 �[  ´��I�  ,½=�Y�  _M�  �+  ¥�^�����  ¥L����  S�  @d
 b�� _� _I�P����  ,5���O��  b�� D�� @2E��� �Zm�
 E*�,  ,4  =  �  �+  "�  =  �  ������  j*7*)  5���O��
 � − "� = � ������ j*7*) 5���O�� b�� _� _I�P���
 ~I?*Q ¡�(�� ¡����� ;���� S� �MP^ @d ,�− = � �+
 ;D�m� ¡����� ;���� S� ��¹�*)� �MP*�� @I�W 5���� �

]y�I^ �+ ¥�*7*)� @YK= }�M�
 {���; ��B�oË� �v� �� ��h��	0� �+M0 � ±�
PJ <C� Wa�1  �

 :"�� K�a <C@�� ¨��6 D�# ]��� Gv� R� R�#JI�
�? �� + �? �− = R :������0 G��B�o ?� ,d�%��

 56 � = ? � ����	F� ������ � ±�B��0 [
J�( �I(�\ ? ���
 ?~ -� f�P ? [�1 ����	
� ��@�; D� � Ì?��o ~ = ?

?I ���� (P [�B ����

�¿
4
�
"
�
�
%
!

4
"%
�4
�%
�4
"%
4

r�4 + "r% − = J

 1 ��IQ F �<*Y� ! S� �dW r ;�� >��?��� }*YL6
]J�IQb�� ����� \E�� ��*�� �¾m ;��c�)�



٤٥

"%

 ( )   

{H� ≥ 4 ,"  4 :4} = K ,{� ≥ P ≥ �− ,W  P :P} = S i�b ,K  S :* ?�� ��6 ��	
�H + �� = G�� * ,G����&M�� *��+,� �+��. " ,������� *��+,� �+��. W�

  �L��� �\(P �W	

 �7&F�� C�� :� GD0�%# ,-;�&	� ,D��`� g�&M	�� R�B �/0 �$	

,{� ,� ,H ,�} =HS i�b ,HK  HS :* g�&M	�� k�$
 FM��0 D�O� �BC�
�D0�%# g�&M# ¨BP �/0 H + �� = G��* i�b ,{H� ,� ,� ,H} =HK

G������� *��+,� �+��. W� ,W D0�%�� c�_��( �{� ,� ,�−} c�_�� ?�@; ����+ ���* D� L�� �\(P �"	
  � + � = G��* �$	   �� = G��* �W	

 ��� = G��* ��	   � = G��* �BC	

 ?H� ,� ,~ ��J�z k	�� *��+,� Aa ,�� = G��* ,����&M�� *��+,� �+��. " i�b "  " :* ?�� ��6 ��	

:����	�� c�(��� -� ±2� �±�B��0 D�O� ��	
��− = G��* �$	  H − �� = G��* �W	

 W

S

  
W

S

K HS

 SYL6 ]��c�L�� j�[ ���*��, ��PM*� ��° ;�P�� ~�, r�YQ ,������� ���7�� S� @A��� T@� �*Z
] \���d �\9=�Y� � \�M� ��c�L�� @76 0M�� N^����� ;���� S� vfC y�K6 FW

  �/	 D�(�
]��Z��K�� 8d��L'� @YK�� ��,�� �Z��W 5�d�K�� p��[ _��Q

�d�K�� x,b "44 − ��� + "�− = � �����L�� kML*Q
]������ J��K�� _��� S� ��^�^��� 5�9L, x,��� �� ��L��,  J��K�� _'a D�I � &��

]�! = � j�[ # = � � \��?��� �|�^��, \��(LQ _a� , \F��C @LZ�
?� �W � B� ����� ;�� >��?��� }*YL6 @+

  ? \���d �\9=�Y� � \�M� N^����� ;���� SY6 ;� ���L��

 :@7��
 j�[ ���*��, NPM*L�� ��° S� r�Y�� SY� ,� ,� S6��q�L'� ����� ;�� >��?��� }*YL6
 � B� ����� ;�� >��?��� SYL6 SY�� ]J��K�� _'a D�M� ����� � \L�� >�?��Q rW ��c�L��
 ;� ������� ;�P�� rW �L,� ]��b��V @, � \��,bW 
P7Q F �d�K�� rW 0W	 8��� x,��� &��

]�\9=�Y� � \�M� ¦�� N^����� ;����= ,>�?��Q
_'U�� D�I_��)� ���

�
�

H�
HH
H�
H�
H�
H�
H~

�
��
��
��
~�
��
��
��
��  ��L��, _'U�� D�I

��^�
^���

 5�
9L, 

x,�
��

�

��
��
~�
��

H��

� ~ � H� H� H� H~

"44 − � �� + "�− = �

@7Q rW D���
 �����L��, �<��,bW kML*Q� ��Z��K�� 8d��L'� @YK�� ��,�� �Z��W ��^�2 �d�� _��Q    "

]���^�^��� 5�9L, ��  ��L��, � &��	 �44 − � "# + "� − = �
]�� = � j�[ % = � � \��?��� �|�^��, \��(LQ _a� , \F��C @LZ�

 >�'���, F,���
 F1�F��  [F_��  RJ�F	;
 �nJ,� ��0��\ <�1 D�0
 C&�P �+CF0 [F_�� F%F;
 C&�P  nJ,�  WB��  ��6
 ,¨��+  k�  ���  � ��_b
 WB�� �� ��� D1P �+CF0(
 ��� � ��_b C�zP nJ,�

�¨��+ k�

42

n@� rW D���o 5�,�C[
 GP�  �

¿ �
� "−

"− �−
�− 4
"− �
� "

�−�− �
�

"

"

�

�

�

"� = �

� − "� = �

�

%

%

!

!

"−
"−

�−

�−

�−

�−
%−

%−

W

S

 5���� � D�P�^F�, "� = � S� � − "� = � ;��^
]@I�m� �[ 5���O�� b�� �Z

�−�− �
�

"

"

�

�

�

�

%

%

"−
"−

�−

�−

�−

�−
%−

%−

W

S

"� = �
"�� − �	 = �

 G4�

 5���� � D�P�^F�, "� = � S� "�� − �	 = � ;��^
]¥L��� �[ 5�*���� b�� �Z

�44
-4
#4
/4
!4
%4

�)�, _'U�� D�I

�^�
^���

 5�
9L, 

���
��

�4
�4
"4
�4

4

W

S
" � � % ! / # - �4 �� �" �� ���

  "

�� �� �" �� �4 - # / ! % �
-! -% -" #/ #4 /� !4 �/ �" �% ¿

D����



٤٦

"/

:Å; �¾ D@� � = ¿ ���1 ?�@	� ����	�� c�(��� � [�1 �\(P �!	
  �H + ��� = ¿ �$	     �� + �� = ¿ �W	

   �H - � H� = ¿ �BC	

:����	�� c�(��� -� ±2� �±�B��0 D�O� �/	
�Ä  � ,H − �� = ¿ �$	  �Ä  � ,� + ��− = ¿ �W	

W

S

 W

S

 

�Ä  � ,� + �GH − ��− = ¿ ��	  �Ä  � ,� + �� = ¿ �BC	

W

S

 W

S

 

"!

  

 ,{* ,�\ ,4 ,P} = W ,{� ,� ,H} = S WB�� ��6 ��	
�E��0 FM��0 �$��O�( W × S e��+ 7	�� �W	

�k�$
 FM��0 �$��O�( S 56 W -� �12+ 7	�� [o ,S × W e��+ 7	�� �$	

 �+��. W i�b ,{~ ≥ 4� ≥ ~− ,W  4 :4} = K ,{� ≥ P > �− ,W  P :P} = S WB�� ��6 �"	
]S × K, K × S , K , S e��+ *�+ �\(P �������� *��+,�

?���� ?� �%�&M# D�Oj ,{� ,� ,�} = W 56 {� ,� ,H} =S -� 3�B �12+ D� ��	

�S Z+ � �%�&M# DOj ����	�� ��12��� ]P È/&a {� ,� ,� ,H} = S WB�� ��6 ��	
 {G� ,�� ,G� ,�� ,G� ,�� ,GH ,H�} = Hu �W	

 {GH ,�� ,GH ,�� ,GH ,�� ,GH ,H�} = �u �$	
 {GH ,�� ,G� ,�� ,G� ,H� ,GH ,H�} = �u �BC	
 {G� ,H� ,G� ,H� ,G� ,H� ,GH ,H�} = �u ��	

��	0�\6 �Ma ? �20�%# ¹�	�� g�&M	�� D�O�; D� �%	
��� H� = G��* ,{�� ,H� ,� ,�} = W ,{� ,~ ,� ,�} = S i�b ,W  S :*

W
$

� " �

BC
�

S

W

;��P���� 86b���� −�
}L<= S� 
P� 

n}L<= S� 
P�o 5�,�C[
 @Y� �Z ¡����� �<L�b ,"� 1 �� ����,��� ����'�   �

];�P��)� F¶� S� \F�, U R��
]∩ �Zm� S� \F�, @I�m� �[ ´��I� ¡����� ;���� "

 r�Q�6�f��� ,"− 5���O�� b�� _� _I�PQ E<*� @Y�  �
 " − � ,��*7*� " − "� :r��I'�� E<*Y� ,4 < � ���*Z

 " − � SY�� 4 > � �*Z �O��*�� " − "� ;�P��� FV
]4 > � �*Z ��6�f��

 ������� � ;�� r�YQ F � \I��� � ,� ���Z @(ª ���*Z  �
 SYL6 F � \I��� ������� � �L�� @(ª ,j*�� 5�� y�=

]y2���
@6�, ;��PQ

 -� ��+��. -�" ?����; 42M�� R* :¿�M�� ;��P���
 7�M;( ,��Mt ���*( ����0C# ���* 42M�� �bP 7	@; �/�o�

 ?I*�&	; [o ,D)� � ?�r1��	; �� ±�B��0 A$�
J ¨���V 56
�J�(*,�

_6£ b���V�
 ��MV �W ,����,�Q »6 �� 1 ,���� @d `^�d ��[ �� �d��

:E<*� �|6W `��� �W
����,�Q  H − ��� = ¿ �

��MV  � − �� = ¿  "
 ��h��	0� �+M0 Z+,� 56 � ±�
PJ �&�� Í(J�z g�IP

 ,31��� ��� {���#( ���B�oË� �v� �� ��J�1
 R�#J� DOj R i�b ,?�� + �?�− = R :������

 ����9�� <���� E��O�� *�+ DOj ? Î( J�	�,�0 Í(J����
�U��s� � Í(J���� �$�a �%&; k	��

� \�� ��u"%  ?Í(J���� ¨��6 D�; R�#J� Ï1P �� �
�r��2 % ��,   ?nJ,�0 Í(J���� [M#C; �	� �



٤٧

NPM*L�� ��YI���� @A��L�� @�
 ��� �?�− = R :������ D�O�# � Ì?��o � J(C� ��0 nJ,�0 ¨��M#J� ��z :�Fa ,]*���� ka � �C_b ��b ��J :@H�����   �
 ��+ ����b 7&
 � �C��� ]*���� g�+ �\(P( ,�±�B��0 ������ ��� D�O� �J�	�,�0 R�#JI� R ,kB��O��0 -�9�� ? D�O�; �½����

��&��
 ���1
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����* �D@0 �%��	��� ���
,� -+ 7\P :���*�� ��YI���  "
���− = ¿ �"	   �� � = ¿ ��	
���− = ¿ ��	   � + �� = ¿ ��	

��	0�\6 ! �"( ?��+P ��6 ¨_	; �%0�F�� c�(��� ��B��&�� ��
C�� -� ]P �W	
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

��	0�\6 ! �"( ?G� ,�� �M%���0 C�; ��B��&�� ��
C�� -� ]P �$	
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

?��*���� J��� c�b Do��	� ��B��&�� ��
C�� -� ]P �BC	
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

?�a�@� :M1 �� kB��&�� �$�
J ?P �aC��� ?�C	1I� <�+�1 ����	
� ��@�; 3�� :�'iL��   �
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�kB��O��0 -�9�� = ?  ,C	���0 R�#JI� = R  D�O�; i�b  ,K2IT� ����+  ?�� + �?�− = R  ������ D�O�# �U��$�� ka [F\ g�IP   �
��	0�\6 ! �"( ?U��$�� ka � �C	� �� R�#J� ��+ [F_�� !&�; �	� �W	

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

?��B�o � H
� ��0 ½��; ]��� �� �$	

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

44


P7Q}L<= S�

?��M��� ������( ����0C	�� ������ -�0 d2	tI� ¨\(P ��  �
?����0C# ����� kB��&�� [
C�� ��+ H− ka �� 4C" CoÁ; 3��  "

 ¨&r�� ¨\(P �� �� − � = ¿ , � − �� = ¿ -�	����� -��B��&�� -��
C�� -�0 ?J�1   �
?��$��0 d2	tI�(

?�����( ?�&��F�� � [�1 U�%
6 ��@�; �	�  �

43

nNPM*)� �YI���� @A��)� @�o 5�,�C[
]
L��� ¦�PQ ������ rm ,� \�� �"% − �

ع

��
"4−
�4−
!4−
#4−

�44−
�"4−

" � � % !

 yC�Q r�Y�= 8C�� "� @���� rm ��	� ��	 �W	  "
]�ZW �[ ¡����� ;����

]� 1 ��,�2 �L�� �C�Q F y^m ��	� �"	� ��	 �$	
 EÀ�� N�L�� �<��Y��� � 0W rm ,>����� @d �BC	

]� 1 �<�I^ �L�P��
 ����,�Q ���� `^�d ��[ :�'L�� �,�C[ ]5�,�C3� X'�� ��  �

]���^�(�� �Cb��� S�	
 ;��� _IQ�6 ,��,���� ��^�(�� �*Z� ��m� ��^�(�� �*Z �W	 �

]@I�m� �[ ���6 ;2 � \�� "4
]�<��[ @O6 �MP^ �ZW �*Z ;��� r�Y6 �$	



٤٨

  

 ,���@�� *��+,� �+��_�  i�b� {� = �4 ,   4:4} = c ,{�  P ,]*Ca *�+ P ,   P:P} =  WB�� ��6    �

�G������� *��+,� �+��_� 

?c × c ,  ×  ,  × c ,c ×  ,c ,  Cz��+ *�+ �� �W	

�Cz����� C��0 GP� <C%a ka <J������ ��+��_��� -� ±2� 7	�� �$	

�kB��0 FM��0  × c ,c ×  -� ±2� D�O� �BC	

�k�$
 FM��0 c × c D�O� ��	

 *��+,� �+��_�  i�b�   {�  P  �− ,   P ,P} =  �+��_� ��+ ����	�� ��12��� -� ±2� 7	��   "

�Cz�����  C��0  G�������

{�  �4 + �P ,   4 ,   P         :G4 ,P�} = HR �W	

{� = |4|+ |P| ,   4 ,   P      :G4 ,P�} = �R �$	

{P� = 4 ,   4 ,   P     :G4 ,P�} = �R �BC	

�H + �� = G��* ,{HH ,� ,� ,� ,� ,H} =  ,{� ,� ,� ,� ,H} =  i�b � �%�&M#  :* ?�� ��6   �

�G��* ,G��* ,G��* ,G��* ,GH�* �\(P �W	

�* g�&M	�� L�� 7	�� �$	

�k�$
 FM��0 * g�&M	�� D�O� �BC	

�GD0�%# ,-;�&	� ,D��`� * g�&M	�� R�B -��0 ��	

45

������� ������ b���V� 5�,�C[
]� ,�! ,# ,# ," ,� �W	  �

{" ,"−} = D ,{/ ,% ,� ,�} = S �$	
 ,�" ,�	 ,�"− ,�	 ,�" ,�	 ,�"− ,�	} = D × S

{�" ,/	 ,�"− ,/	 ,�" ,%	 ,�"− ,%	
 ,�/ ,"−	 ,�% ,"−	 ,�� ,"−	 ,�� ,"−	} = S × D

{�/ ,"	 ,�% ,"	 ,�� ,"	 ,�� ,"	
 ,�/ ,�	 ,�% ,�	 ,�� ,�	 ,�� ,�	} = S × S

 ,�� ,%	 ,�� ,%	 ,�/ ,�	 ,�% ,�	 ,�� ,�	 ,�� ,�	
{�/ ,/	 ,�% ,/	 ,�� ,/	 ,�� ,/	 ,�/ ,%	 ,�% ,%	
{�" ,"	 ,�"− ,"	 ,�" ,"−	 ,�"− ,"−	} = D × D

�BC	

S

g
"

"−

� � % /

  

S

g

/
%
�
�

"− "

 

  ��	

D
� �−

 ,��− ,�−	 ,�� ,�−	 ,��− ,�	 ,�� ,�	} = �J �W	 "
 ,�� ,"	 ,�" ,�−	 ,�"− ,�	 ,�"− ,�−	 ,�" ,�	

 ,�4,�	 ,��,4	 ,�4,4	 ��− ,"−	 ,�� ,"−	 ,��− ,"	
{�4,"−	 ,�"−,4	 ,�4,"	 ,�",4	 ,�4 ,�−	 ,��−,4	

 ,�4 ,"−	 ,�4 ,"	 ,�"− ,4	 ,�" ,4	 = "J �$	
{��− ,�−	 ,�� ,�−	 ,��− ,�	 ,�� ,�	
{�4,4	 ,��− ,�−	 ,�� ,�	} = �J �BC	



٤٩

  

:����	�� ���$F�� ��MM���� -� �D� �$��O�# k	�� ?�C	1I� <�+�1 7	��   �
�BC	  �$	   �W	

"�
�

%�

 

"−
�−
4
�
"

4
�
"
�
�

 

"−
�−
4
�
"

4
�
"

�c(��_�� -� ±2� D��P �c�(��� ��0 �+��1 k�; �� ka   %

� − �GH+ �� = ¿ �BC	  � − �� = ¿ �$	  � + � H
� = ¿ �W	

�¿
~−

�
�
H

�
�

�¿
�−
H−
�
H
�
�

�¿
�−
H−

H−
H
�
�

 

:Ð� ,�−Ñ <C	�� ka ����	�� c�(��� -� ±2� �±�B��0 D�O�( �I(�\ ? ���   !
� = ¿ �BC	  H + ��− = ¿ �$	  H − �� = ¿ �W	 

46

 ,- = ��	� ,/ = ��	� ,% = �"	 � , � = ��	 � �W	  �
 �� = �%	�

{�� ,- ,/ ,% ,�} �$	
 �BC	

�
�
%
/
-

��

�
"
�
�
%

SW  
]@,�PQ ¦��� @��� ¦�� ,S6���� 
��MQ �+ � ��	

|�| = � �W	  �
"� = � �$	
� = � �BC	

� �
4 "−

�− �−
�− 4
�− �
4 "
% �

  �$	  � �
�− !−
4 �−
" 4

"u% �
� "

�u% �

 �W	  %

� �
" �−

"− �−
�− 4�W "−
" �
/ "

"� �

  �BC	



٥٠

   �W	  !

� − �" = �
� �
/− �−
%− "−
�− �−
�− 4
� �
� "
% �

 

S

%
�
�
"
�

�−
"−
�−
�−
%−
!−
/−

�− "− �− 4 � "

W

 �$	

� + "�− = �
� �
#− �−
�− "−
4 �−
� 4
4 �

�− "
#− �  

S�− "− �− 4 � "

W

"
�

�−
"−
�−
�−
%−
!−

S�− "− �− 4 � "

W

%
�
�
"
�

�−
"−

� = ¿

 �BC	

� = � r�= � ;�� @Y�

   

������ :�h	 ������� ������ �?'�
 1 ±*Z ¡�(�� �<MP���  �Z�Li)� 1 ±*Z D�m� �<MP�� N��� ��Q�)� k��lm� _�¸ S� r T�Y�Q N��� �Z�Li)� r[  

 ×  8�YQ� ¿b�Y6��� $��� @H�� jL�Q  �Z�Li)�
 ]  ×    rW 0W  ×  ¿b�Y6��� $��� @H�� S� ��AfC �Z�L© N+ � 	 ������ 

 ��Q�)� k��lm� S� @d 1 D�m� FP�)� 1 ����� ���  ��*Z S� ±*Z @d �<�6 ���*Z 
��MQ N+ � 	 ������  
]������ r���� ���7)�

]p�)�� @,�P)� y��©� y��© ���� �W 
��MQ @Y� 
] \���� 
��M��� jL�6 @,�P)� D�i)�� p�)� p����6 ���*Z 

]�\*6���� � \P��MQ jL�6 @,�P)� D�i)� 1 y�I^ ±*���, D�i)� S� ¥I'�� S6±*Z 0W F�Q�6 F 0M�� 
��M���  
] \�,�PQ jL�6 S6����� @��� 
��MQ @d 

D����� :�$	 ������� ������ �?'�
 E. r�Y6 rW ¥�I'�� _,�Q �q�� N�L�� 0m SYL6 F� ,@P��� �q�� �L�� @Y� _,���� �q�)� �L�� NM�Q ���Z N+ ������  

]�<�I  ̂@P��)� �q�L'� �L�P��
]_,���� �q�L'� 5���O�� b��� ,@P��)� �q�L'� 5�*���� b�� >�?��6 �|�^��, ������ @�(L�� 

 1 �,��� �<�= � �L�� &�� ��MV �° ���� N+ ����,��� ������� , \E�P��� �|MV ¡����� �<L�b r�d ��[ ��MV ���� ������ r�YQ  
]  $�'P)� @YK�� �W  @YK��, ½=�Y� _M� ¡����� �<L�b� ,���,��	 �<�I^

������

D�����
��M?�� ������

����,���� ������

 @H�7��
 NQb�Y6���

������ >�<I�


��MQ@���

S6����
@,�PQ

47


