
Integration Applications الوحدة السادسة: تطبيقات التكامل 

قُسّمت الدروس في هذه الوحدة إلى أجزاء.

1-6: المساحات في المستوي.

. ,a b6 جزء 1: مساحة منطقة محددة بمنحنى دالة ومحور السينات في فترة معينة @  

. ,a b6 جزء 2: المساحة بين منحنيين غير متقاطعين في فترة @  

. ,a b6 جزء 3: المساحة بين منحنيين متقاطعين في فترة @  

. ,a b6 جزء 4: القيم المحددة لدوال متغيرة في فترة @  

2-6: حجوم الأجسام الدورانية.

جزء 1:  حجم مجسم ناتج من دوران دورة كاملة حول محور السينات لمنطقة مستوية محددة بمنحنى دالة ومحور   
. ,a b6 السينات في فترة @

جزء 2:  حجم مجسم ناتج من دوران دورة كاملة حول محور السينات لمنطقة مستوية محددة بمنحنى دالتين في   
. ,a b6 فترة @

3-6: طول قوس ومعادلة منحنى دالة.

جزء 1: طول قوس من منحنى دالة.  

جزء 2: معادلة منحنى بمعلومية ميل مماس عند نقطة عليه باستخدام التكامل.  

4-6: المعادلات التفاضلية.

جزء 1: حل معادلات تفاضلية من الرتبة الأولى.  

جزء 2: حل معادلات تفاضلية من الرتبة الثانية.  
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من المتعارف عليه في الرياضيات أن التعبير «مكاملة 
دالة» يعني نوع من التصميم لكميات قابلة للتجزئة مثل 

المساحة، والحجم، والكتلة أو أي مجموع لعناصر متناهية 
إلى الصفر.

النقطة الأساسية في التكامل باستخدام دالة متصلة على 
فترة مغلقة تأتي من المبرهنة الأساسية لهذا التكامل، والتي 
تنص على ما يلي: إن مشتق دالة المساحة تحت منحنى هو 
الدالة نفسها. أي إذا عرفنا الدالة التي تربط المتغير x بقيمة 

مساحة المنطقة المحددة بين منحنى الدالة f ، ومحور 
السينات، والمستقيمان العموديان على محور السينات 

x مثلاً. t= ومحور الصادات y والمستقيم 

 f دالة المساحة ومشتقتها هي الدالة f فبالتالي تدعى
نفسها، لذا يرتكز حساب التكامل على إيجاد الدالة 

الأصلية للدالة التي تريد القيام بمكاملتها.

 ،(Reimann) ولا بد من الإشارة إلى تكامل ريمان
حيث أخذ مجموعات جزئية على فترة مغلقة لدالة معرفة 

ومتصلة، ومجموع هذه المجموعات الجزئية تحدد 
سلسلة متناهية، وكل حد من المجموع هو مساحة لمضلع 

) عند النقطة المرفقة بالجزء  )f x لديه ارتفاع هو قيمة 
المعطى وله عرض يساوي طول الفترة الجزئية.

ا الإشارة إلى استخدامات التكامل المحدد  من المهم جدًّ
في مجالات متنوعة:

أطوال المنحنيات، والمساحات، والحجوم.• 

حساب مركز الثقل، كمية التحرك، الإزاحة، السرعة، • 
العجلة، الشكل، الطاقة.

انتشار الجراثيم في وسط معين تحت ظروف بيئية • 
معينة.

حل معادلات تفاضلية وتطبيقاتها على البندول، ودوائر • 
الرنين الكهربائية، وأنظمة التحكم الكهروميكانيكية.

حساب الثوابت الرياضية إلى درجة عالية من الدقة مثل • 
.e وقيمة الثابت الطبيعي π قيمة ثابت الدائرة 

مقدمة الوحدة
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مشروع الوحدة
عرف الأقدمون النفط وبعض مشتقاته من تسربه خلال 
الشقوق التي توجد في سطح الأرض. أماّ اليوم فطرق 

البحث عن البترول معقّدة وتتطلبّ مبالغ طائلة.

إنّ النفط ضروري للعديد من الصناعات ويساهم بنسبة 
كبيرة في استهلاك الطاقة العالمي، وهو من أهمّ الموارد 

لجهة مردوده الماديّ للدول المنتجة.

في هذا المشروع، محاولة بسيطة للإضاء ة على كيفيةّ 
احتساب ثمن المبيع لإنتاج بئر من النفط الخام خلال 

ثلاث سنوات.

إجابات «أسئلة حول التطبيق»

) هي القيمة الإجمالية لثمن المبيع بدلالة الزمن t يوم. )R t  (a)

) هو  ) .P t t30 0 3= + dt هو معدل التغير للمبيع، 
dR   

سعر البرميل بعد مرور t يوم من لحظة استخراج النفط 
و300 هو عدد البراميل المباعة يوميًّا.

 ( )dt
dR P t 300` #=

 . ( )t30 0 3 300= +^ h
 t9 000 90= +

(b) ( )R t dt
dR dt t dt9 000 90= = +^ h# #

  Ct t9 000 60 2
3

= + +

،C 0= ، إذًا  ( )R 0 0= وبما أنّ   

 ( )R t t t9 000 60 2
3

= +

(c)  بما أنّ البئر سوف يجفّ بعد 3 سنوات أي ما يعادل 095 1 
يومًا، إذًا القيمة الإجمالية المحتسبة خلال ثلاث سنوات هي:

 ( ) ( ) ( )R 1095 9 000 1095 60 1095 2
3

= +

  .094 064 5212.

أي 12 مليون دولار أميركي تقريبًا.  

التقرير

يجب أن يتضمّن التقرير حسابات مفصّلة. اِعرض تقريرك 
أمام زملائك في غرفة الصف.

ناقش معهم الاقتراحات التي وضعها في التقرير، أعد النظر 
ببعضها إذا رأيت ضرورة لذلك.

سلّم التقييم
الحسابات دقيقة ومفصلة - النتائج 

والاقتراحات ممتازة - التقرير منظم وواضح.
4

معظم الحسابات دقيقة ومفصلة - النتائج 
والاقتراحات جيدة - التقرير منظم ولكن 

ينقصه بعض الوضوح.

3

بعض الحسابات دقيقة - النتائج والاقتراحات 
مقبولة - التقرير بمعظمه غير منظم وغير 

مفصل.

2

معظم عناصر المشروع غير كاملة. 1
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المساحات في المستوي  :6-1

الأهداف  1

يوجد مساحة منطقة محددة بمنحنى دالة ومحور • 
السينات.

يوجد مساحة منطقة محددة بمنحنيي دالتين غير • 
متقاطعين.

دالتين •  بمنحنيي  محددة  منطقة  مساحة  يوجد 
متقاطعين.

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

مساحة منطقة محدّدة بمنحنين - مساحة منطقة محدّدة 
بمنحنين متقاطعين - وحدة مربعة.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

) في كلّ من الحالات  ) ( )f x g x= أوجد حلّ المعادلة 
التالية:

(a) ( ) 6f x x x52
= - +

 ( )g x 0=

(b) ( )f x x2 5= -

 ( )g x x2
3

4= -

(c) ( )f x x x3 5 72
= - +

 ( )g x x x2 2 52
= - +

(d) ( ) 3f x x x 42
= + -

 ( ) 1g x x=- +

التدريس  5

تعرّف الطالب سابقًا العلاقة بين التكامل المحدد ومساحة 
المنطقة المحدّدة بمنحنى الدالة المكاملة، ومحور 

، وفي هذا الدرس  ,x a x b= = السينات، والمستقيمان 
سوف يطبق هذه المعلومات ويتوسع بها وذلك لإيجاد 

مساحات لمناطق محدّدة بمنحنيات لدوال مختلفة. 
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لذا يتوجب عليه إيجاد إحداثيات نقاط التقاطع بين هذه 
المنحنيات، وتحديد المنطقة المطلوب إيجاد مساحتها، 

وكذلك إيجاد حدود التكامل.

والأهم هو استخدام التكامل مع دالة واحدة بالشروط 
ا  المعروفة لإيجاد مساحة أي منطقة، لذا من المفيد جدًّ

تنبيه الطلاب إلى ضرورة تحديد كل منطقة حدودها 
الأربعة هي: محور السينات، منحنى الدالة، المستقيمان 

,x a x b= =

أخبر الطلاب أنه من الممكن أن تكون المنطقة المطلوب 
إيجاد مساحتها هي ناتج جمع عدة مساحات. ألفت 

انتباههم إلى أن المنطقة الموجودة تحت محور السينات 
لها تكامل محدد قيمته دائمًا عددًا سالباً، لذا عند إيجاد 

المساحة نأخذ القيمة المطلقة أو المعكوس الجمعي.

في المثال (1)

لاحظ أن المنطقة المطلوب إيجاد مساحتها محدّدة 
) ومحور السينات  )f x x x4 42

= + - بمنحنى الدالة 
، وهي موجودة فوق محور  ,x x2 5= = والمستقيمين 

السينات. لذا لإيجاد المساحة، علينا حساب تكامل الدّالة 
) بالشروط المعروفة. )f x

في المثال (2)

لاحظ أن المنطقة المطلوب إيجاد مساحتها موجودة 
تحت محور السينات ولها تكامل محدد قيمته عددًا سالباً. 

لذا عند إيجاد المساحة، نأخذ المعكوس الجمعي أو 
القيمة المطلقة.
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في المثال (3)

) ومحور السينات  )f x إنّ المنطقة المحدّدة بمنحنى الدالة 
في (a) و(b) منقسمة إلى منطقتين. لذا فالمساحة 
المطلوب إيجادها هي ناتج جمع مساحتي هاتين 

المنطقتين.

لاحظ أنّ إحدى المنطقتين موجودة تحت محور السينات 
ولها تكامل محدد قيمته عدد سالب، لذا علينا أن نأخذ 

المعكوس الجمعي أو القيمة المطلقة عند حساب مساحة 
هذه المنطقة.

في المثالين (5) ,(4)

لاحظ أنّ المنطقة المطلوب إيجاد مساحتها محددة 
) علمًا أنه في كل مثال  )g x ) ومنحنى  )f x بمنحنى الدالة 

لا تتقاطع المنحنيات مع بعضها وكخطوة أولى يمكن 
رسم بيان كل دالة للتعرف على موقع المنطقة بالنسبة 

إلى منحنيي الدالتين أو استخدام قيمة اختيارية في الفترة 
المحددة.

ركّز اهتمام الطلاب على إيجاد تكامل الدالة التي لها 
المنحنى الأعلى مطروحًا منه تكامل الدالة التي لها 

المنحنى الأدنى ويمكن الاستغناء عن ذلك باستخدام 
القيمة المطلقة للتكامل المحدد.

في المثالين (7) ,(6)

y في  y= 21 لإيجاد حدود التكامل أولاً حل المعادلة 
) في المثال (7).  ) ( )f x xg= المثال (6) و

في المثالين (9) ,(8)

من الممكن أن يحتاج الطالب إلى خطوات متعددة 
مع استخدام خاصية التجزئة في التكامل المحدد 

وذلك على فترات متعددة من محور السينات أي: 
( ) ( ) ( )f x dx f x dx f x dx

a

b

a

bc

c
= +# # #
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الربط  6

لا يوجد.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب فيستخدمون تكاملاً محددًا لدالة 
واحدة أو قد لا يلاحظوا أن المنطقة جزء منها فوق محور 

السينات والجزء الآخر تحت محور السينات.

ساعدهم على العمل بخطوات متعددة مع تكامل لأكثر 
من دالة والانتباه إلى المناطق تحت محور السينات حيث 

نأخذ القيمة المطلقة للتكامل المحدد.

التقييم  8

راقب عمل الطلاب ولاحظ بدقة كيفية تعاملهم مع فقرات 
«دعنا نفكر ونتناقش» و«حاول أن تحل»، تأكد من أنهم 

يرسمون بيان كل دالة وأنهم قادرين على تحديد المنطقة 
المطلوبة وعلى إيجاد حدود التكامل.

اختبار سريع

1  أوجد مساحة المنطقة المحددة بمنحنى الدالة: 

. ( )x xg 3= - ) والمستقيم  )f x x x32
= -

  نرسم أولاً:

1

1-1-1
x

y

-2

-3

2

2

3

3

4

5

( )f x x x3
2

= -

( )x xg 3= -  

 ثم نوجد إحداثيات نقاط التقاطع، لذا نحل النظام:

 ( ) ( )f x g x=

x 3=  ،x 1=  نحصل على: 

( ) ( )A g x f x dx
1

3

= -6 @#  نأخذ:   

 A x x x dx3 32

1

3

= - - -^ ^h h6 @#

 units squareA 3
4

=
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1

= + -^ h#

 x x x x3 2 4
33

3

0

1

= + -: D

 ( )3
1
2 4
3

0= + - -a k
 12

19
=  (  )

( ) :f x x f32
= +        4

,x x1 1= - =   ( ) :g x x g12
= +    

( ) ( ) , ,f x g x x 1 162 ! -6 @ :   

,x x0 3= =   ( )g x x1 2
= - -  : g    ( ) ef x x

=   :  f       
.    f , g     

:

1x =   ,0 3^ h          `

( )f e e1 1
= =

( ) )(g 1 1 1 22
-= - = -

  ( ) ( )f x x ,0 3g x62 ! 6 @ :  

70

2  أوجد مساحة المنطقة المحددة بين محور 

. ( )f x x x x2 23 2
= + - - السينات ومنحنى الدالة 

  نرسم أولاً:

1

1-1
-1

x

y

-2

-2

-3

-3

2

2

3

( )f x x x x2 2
3 2
+= - -

 

  ثم نوجد نقاط التقاطع لمنحنى الدالة مع محور 
السينات، أي نأخذ:

( )f x x x x0 2 2 03 2`= + - - =

 x x x2 1 1 0` + - + =^ ^ ^h h h

 , ,x x x2 1 1` =- = =-

-1 جزء من المنطقة  -2 إلى    نلاحظ أن من 
-1 إلى 1  موجود فوق محور السينات، ثم من 

جزء من المنطقة موجود تحت محور السينات، لذا 
يجب استخدام خاصية التجزئة في التكامل المحدد 

مع المعكوس الجمعي لنجد المساحة الكلية.

A x x x dxx x x dx 2 22 23 2

2

1
3 2

1

1

= + - - - + - -
-

-

-
^ ^h h##

 units square12
5

3
8

12
37

= + =

3  أوجد مساحة المنطقة المحددة بمنحنيي الدالتين 

) في  ) :x xg g12
=- -  ، ( ) :f x x f12

= +

الفترة [1 , 0].

1

1-1
-1

x

y

-2

-2

-3

2

3

1

  نرسم أولاً: 

  لا يوجد تقاطع بين المنحنيين لذا تكون المساحة:

( ) ( )A x x dxf x g x dx 11
0

1
2 2

0

1

= - = + + +^ ^h h##

 units squarex x3
2

2 3
83

0

1

= + =: D

70
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:     

 ( ) ( )A f x g x dx
0

3

-= #

  e ex dx x x1 3
2

0

3 3

0

3
x x

= + + = + +^ h : D#
  ( )e e9 3 1113 3

= + + - = +^ h  (  )

( ) :f x x f12
= +        5

,x x1 1= - =   ( ) :g x x g32
= - -    

.   f , g     

.              

 

y

x

y x= -
2

y x2 2
= -1

-1
-1-2 2

1

1

       
y x= -2    y x2= -1

2

:

:     

y y=1 2   

 x x2 2
- = -

 2x x 02
=- -

 x 1= -   x 2=

,1 2-  :      `

x 0=   ,1 2-^ h      

 ( ) ,y 2 0 02
= - =1

 y 0=2

 ,y y x 1 2a 6 !H -21 6 @
A y y dx

2

1
= -

-
21^ h#  :      `

 A x x dx2 2
2

1
= - - -

-
] g5 ?#

 x x x
2 3 2

3 2

1
= - +

-

2

: D

2 2 3
2

2
2

2 1 3
1

2
13 2 3 2

#= - + - - -
-

+
-

^
^ ^

^
^ ^

h
h h

h
h h

; ;E E

 2
9

=  (  )

71

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

1  ( )f x dx x x dx
x x

x2 3 2 22
3 2

1

3

1

3

1

3

= - - = - -^ h ; E##

 3
27

2
9
6 3

1
2
1
2 3

2
= - - - - - =a ak k

2  ( )A f x dx x x dx21
1

2
2

1

2
- = - - -= ^ h# #

 x x x
3 2

2
3 2

1

2

- - -= ; E

 3
8
2
4 4 3

1
2
1 2= - - - - - -a ak k: D

 3
10

6
13

6
7

= - - + =a k (وحدة مربعة) 

 ( )A f x dx x x dx22
2

3
2

2

3
= - -= ^ h# #

 x x x
3 2

2
3 2

2

3

- -= ; E

 
3
27

2
9 6

3
8
2
4 4= - - - - -` `j j8 B

 
2
3

3
10

6
11

= - + = (وحدة مربعة) 

3  نلاحظ أن مساحة المنطقة المحدّدة هي:

 A A 7
6
11 3

61 2+ = + = (وحدة مربعة) 
) في الفترة [3 ,1] فهو  )f x   بينما تكامل الدّالة 

. ( )f x dx
3
2

1

3
=#

إذاً الإجابتين غير متساويتين.  

«حاول أن تحل»
1  

1

1

-1
-1 x

y

-2 2

2

3 4

4
5

6

7

8

3

 ( ) ,f x x0 1 46H ! -6 @

`  المساحة:  
 ( )A f x dx

1

4

=
-
#

 x x dx4 4 3
352

1

4

= =+ -
-
^ h# (وحدة مربعة) 
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Boundaries with Changing Functions     

xa b c d

y

A3A21A

        
.        

        
         A 

:   
....A A A A1 2 3= + + +

.  

:  g     f       

( ) , ( )f x x g x x1 13
= - = -

:

( ) , ( )f x x g x x1 13
= - = -

y

-1

-1

-2

21

1

x

( )f x x 1
3

= -

( )g x x 1= -

 

 :      

( ) ( )f x g x=

x x1 13
- = -

x x 03
- =

( )x x 1 02
- =

( ) ( )x x x1 1 0+- =

, ,x x x0 1 1= = = -  -1 1 0

.   A      , , ,1 0 0 1-6 6@ @ :    

 ( ) ( ) ( ) ( )A dx dxf x g x f x g x
1

0

0

1

= - + -
-
^ ^h h# #

 1 1x x dx x x dx1 13

1

0
3

0

1

= - - + + - - +
-
^ ^h h# #

 x x x x
4 2 4 2

4 2

1 0

4 2 0 1

= - + -
-

: :D D

 0 4
1

4
1
0 2

1
= - - + - - =a k  (  )

73

,y x y x2 2 52= + = - +21  :       6

:          A    (6)  

A y y y y dxdx1 2
1

2

2 1
1

2

= - = -
- -
^ ^h h# #

( )xg

( )f x

y

x

8

6

4

2

2
-2

-2

 

 ( ) 1 , ( )f x x g x x 92 2
= + = - +  :     

:

( ) ( )f x g x=        

 x x1 92 2
+ = - +

 x2 82
=

 x 42
=

 x 2!=

:    x 2=   x 2= -    

 ( ) ( )A dxf x g x
2

2

= -
-
^ h#

 1 9 2 8x x dx x dx2 2

2

2

2
= + + - = -

- -

2 2^ ^h h# #

 x x3
2

8
2

3 2

= -
-

: D

 3
2 2

8 2 3
2 2

8 2
3 3

= - -
-

- -
^ ^ ^ ^h h h h; ;E E

 3
64

=  (  )

( ) , ( )f x x g x x2 2 12 2
= - + = -  :       7

72

2  

1

1

-1
-3 -2 -1 x

y

-2

-4-5

2

3

  نوجد نقاط التقاطع لمنحنى الدالة f مع محور 
( )f x 0= السينات أي نأخذ: 

, xx 1 4= - = - فنجد   

؟ ,4 1- -6 ) في @ )f x 0H ) أو  )f x 0G نبحث، هل   

 ( ) ,f x x0 4 1` 6G ! - -6 @

 ( )A f x dx
4

1

= -
-

-

#

 x x dx5 42

4

1
= - + +

-

-
^ h#

 units square
2
9

=

(a)  لإيجاد إحداثيات نقطة التقاطع لمنحنى الدالة مع   3

( )f x 0= محور السينات، نحل المسألة: 

, لذا: ,x x x03 3=- = = فنجد:    

 ( ) ( )A f x dx f x dx
2

0

0

1
= +

-
# #

 units14
4
17

4
73 square= + =

(b)  لإيجاد إحداثيات نقطة التقاطع لمنحنى الدالة   
) في  )f x 0= مع محور السينات، نحل المسألة: 

;0 π6 الفترة @

πx لذا: 2= فنجد:    

 ( ) ( )A f x dx f x dx
π

π

π

0

2

2

= +# #

 1 1 2= + = (وحدة مربعة) 
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:     g    f        8

( ) , ( )f x x g x x1 4 13
= - = - +

:     

( ) , ( )f x x x g x x3 33 2
= - = -

-1

-1

1

1 2 x

y

2

3

-2

 

 :

:      

( ) ( )f x g x=

x x x3 3 23
- = -

03x x x3 23
+ - - =

( ) ( )3 3x x x 02
- =+ +

( )( )3x x 012
- =+

( )( ) ( )1x x x 01 3- =+ +

,,x x x1 1 3= = - =-

-3 -1 1

, , ,3 1 1 1- - -6 6@ @      

:A      

 ( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) )A f x x dx f x g x dxg
3

1

1

1

= - + -
-

-

-
# #

 3 3 3 3x x x dx x x x dx3 2 3 2

3

1

1

1

= + + +- - --
-

-

-
^ ^h h# #

 4 2 3
4 2 3

x x
x x x x

x x
4 2

3

3

1 4 2
3

1

1

= - + + +-- -
-

-

-
: :D D

 4
1
2
1
3 1 4

81
2
9
9 27 4

1
2
1
3 1 4

1
2
1
3 1+ + + + +- - - - - - - -= - -a a a ak k k k

 4 4 8= + + =-  (  )

74

,1 1-6 x على الفترة @ 0= 4  لنأخذ 

( )f 0 3 30 2
= + = نحسب:   

    ( )g 0 0 1 12
= + =

( ) ( )f g0 02 ومنه   

( ) ( ) ,f x g x x 1 16H ! -6 وبالتالي: @  

 ( ) ( )A f x g x dx x x dx3 1
1

2 2

1

1

1
= - = + - -

--
^ h6 @# #

 dx x2 2 1
1

1

1
= = -

-

^ h 6 @#

 units square2 2 4= + =

5  

1

1

-1 0-2
-1

x

y

-2

-3

-4

-5

2

2

3

رسم توضيحي

لا يوجد تقاطع بين المنحنيين:  

( ) ( )A f x x dx x x dxg 1 3
1

1
2 2

1

1
= - = + + +

- -

^ h6 @# #

 x dx x x2 4 3
2 42

1

1 3

1

1

= + = +
- -
^ h : D#

 units square3
28

=

74

65



:      9

( ) , g( ) 2f x x x
x

= =  

0 , 9x x= =       

75

رسم توضيحي

2

2-2 x

y

-4 4

4

6

8

10

12

 6

y y= 21 نوجد إحداثيات التقاطع بحل المسألة:   

,x x3 1=- = فنجد:   

مساحة المنطقة المظللة المطلوبة:  
 ,y y x 3 12 1` 6H ! -6 @

 A y y dx2
3

1
= -

-
1^ h#

 x x dx2 5 22

3

1
= - + - -

-

^ h#

 x x dx2 32

3

1
= - - +

-

^ h#

 3
32

= (وحدة مربعة) 

رسم توضيحي

1

1-1
-1

x

y

-2

-2

2

 7

( ) ( )f x g x= نوجد إحداثيات التقاطع بحل المسألة:   
,x x1 1= - = فنجد:   

مساحة المنطقة المظللة المطلوبة:  

( ) ( )A dx x x dxf x g x 2 12
1

1
2 2

1

1
= - = - + - +

- -
^ ^h h# #

1-
[ ]x dx x x3 3 32

1

1
3

= - + = +-
-

1
^ h#

4= (وحدة مربعة) 
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27

6-1

  
Areas in the Plane

  A 

,x x1 3= =     ( ) :f x x f8 3=        (1)

.   ( ) :f x x x f52
= -        (2)

.   ( ) :f x x f12 2
= -        (3)

:      f        (4-6)  

(4) , ,( ) x xf x 6 3 22
= - - -6 @

(5) , ,( ) x xf x 6 0 33
= - 6 @

(6) ( ) , ,cosf x x 22 4= -8 B

 ( ) :x xg g5 2
= +    ( ) :f x x fx4 2

= -        (7)
.   f , g     ,x x 02= =  

. ,x x1 8= =   ( )f x x=  , ( )x xg 3=       (8)

 ( ) :g x x g3= -    ( ) :f x x f2 2=        (9)
. ,x x 30= =  

. ( )xg 1=-   ( )f x x3 2
= -       (10)

:       (11-13)  

(11)  ( ) , ( )f x x xg2 22
= - =

(12)  ( ) , ( )f x x x g x x2 22
= - =-

(13)  ( ) , ( )f x x x xg7 2 42 2
= - = +

8 رسم توضيحي 

2

2-2
-2

x

y

-6

-8

-4

4

6

8

10

( ) ( )f x g x= نوجد إحداثيات التقاطع بحل المسألة:   
,x x2 2= - = فنجد:    

 ( ) ( ) ,g x f x x 2 0` 6H ! -6 @

  ( ) ( ) ,x x xf g 0 26H ! 6 @

إذًا:  

( ) ( ) ( ) ( )A g x f x dx f x g x dx
2 0

20
= - + -

-
6 6@ @# #

 x x dx x x dx4 1 1 1 4 13

2

0
3

0

2
= - + - + + - + -

-

^ ^h h# #

 x x dx x x dx4 43

2

0
3

0

2
= - + - +

-

^ ^h h# #

 4 4 8= + = (وحدة مربعة) 
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رسم توضيحي

1

1

-1
x

y

2

2

3

3

4

4

5

5

6 7 8 9

 9

( ) ( )f x g x= نوجد إحداثيات التقاطع بحل المسألة:   

,x x0 4= = فنجد:    

 ( ) ( ) ,x x xf g 0 4` 6H ! 6 @

  ( ) ( ) ,g x f x x 4 96H ! 6 @

 ( ) ( ) ( ) ( )A f x g x dx g x f x dx
0

4

4

9
= - + -6 6@ @# #

 x x dx x x dx2 20

4

4

9
= - + -` j8 B# #

 3
4
12
43

12
59

= + = (وحدة مربعة) 

وهناك حلول أخرى أيضا مثل:  

 ( ) ( ) ( ) ( )A f x g x dx f x g x dx
0

4

4

9
= - + -^ ^h h# #

29

           CB BD,   f     (10)
:  x 1=-  , x 3=     f

x
1

1

2 3

-1

-1-2

-2

y

DB

C

a  units3 2  b  units4 2  c  units2 2  d  units5 2

28

  B 

.     b       a   (1-5)  

  f       (1)

a  b  ( )f x dx
a

b
#  :  ,x xa b= =   

( ) :f x x f4 2
= -       (2)

a  b  ( )f x dx2
0

2
#  :  ,2 2-6 @    

     ( ) ,f x x a b0 d6# 6 @ :   (3)

a  b  ( )f x dx
b

a
#  :  ,a b6 @    f   

.x 3=  x 1=-      :( ) x x ff x 2 32= - -      (4)

a  b  ( )A f x dx
1

3

=
-
#  :    f       

.   ( ) :f x x f=       (5)

a  b    2 :  ,2 2-6 @   

.        (6-10)  

:    ( ) :f x x f9 2= -       (6)

 a  units9 2  b  units6 2

 c  units3 2  d  units2
9 2

  ,0 46 @     ( ) :x xg g2 3= -^ h       (7)
:  

 a  ( )x dxg2
0

2
#  b  ( )x dxg2

0

2

- #

 c  ( )x dxg
0

4
#  d  ( )g x dx2

2

4

- #

x 0=   ( ) :g x x g=-    ( )f x 2=        (8)
:  x 4=  

 a  units20 2  b  units3
8 2

 c  units3
04 2  d  units8 2

:  ( ) :g x x g2= +    ( ) :f x x f4 2= -        (9)

 a  units2 2-  b  units2

 c  units2 2
+  d  units2 2

28

29
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6-2  
Volumes of Revolution Solids

 
• .    
•      

.  

:  
• Slices  
•  

Volume of a Solid  
•   

Solids of Revolution  

  

 ,1 46 @   ( )f x 1=  :    a  1

 ( )f x 1=        b  
,1 46 @    

        c  
   .  

      d  

( )f x dx2
4

1
^ h#  :    e  

 d  , e     f  

.       1      2

 

 
   

 

 
( )f x dx
2

a

b
^ h#

( )f x x=,0 36 @

y

x

( )f x x4 2
= -,2 2-6 @

y

x

y

x

         :   ´   ª  
     a b1   ,x a x b= =     f 

:      

( )V f x dx2
a

b

= ^ h#

76

حجوم الأجسام الدورانية  :6-2

الأهداف  1

يربط الحجم بالتكامل.• 

يوجد الحجم.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

حجم مجسم - الأجسام الدورانية.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة علمية - حاسوب - مجسمات - جهاز 
.(Data Show) إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

أوجد حجم كل مجسم ممّا يلي:  (1)

cm8 وارتفاعها  (a)  أسطوانة نصف قطر قاعدتها   
cm20

cm14 وارتفاعه  (b)  مخروط نصف قطر قاعدته   
cm18

cm24 كرة نصف قطرها   (c)  

احسب التكاملات التالية:  (2)

 (a) sin cosx x dx
0

2
π

#

 (b) x dx1 2
1

2

π -
-
^ h#
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y

 

x1-1

 

              
. ,1 1-6 @     ( )f x x 22

= +   :  f   

:

:    

 

y

x

x dx22 2

1

1
= +

-

^ h#

x x dx4 44 2

1

1
= + +

-

^ h#
x x x
5

4 4
3

5 3

1

1

= + +
-

; E

5
1
3
4 4

5
1
3
4 4= + + - - - -a ak k: D

 
5
166

=  units cube

: f                  1

. ,1 56 @     ( )f x x 1= -  

( )V f x dx2
1

1
=

-

^ h#

   (  ) ( ) 4f x x2= -          ´   ª  
.             .r 2=    

 

y

-r r x

 

          
         

y r x2 2
= -

:

y r x2 2a = -

 r    ,0 0^ h       

.               `

77

التدريس  5

ركّز انتباه الطلاب على حساب حجوم الأجسام الناتجة 
من الدوران دورة كاملة حول محور السينات لمنطقة 

، محور السينات ومنحنى  ,a b6 مستوية محددة على فترة @
دالة متصلة.

المثال (1)

) لإيجاد  )πV f x dx
a

b
2

= ^ h# يبينّ كيفية استخدام القاعدة: 
حجم مجسم ناتج من دوران منطقة مستوية دورة كاملة 

حول محور السينات والمحددة بمنحى دالة ومحور 
السينات وذلك على فترة محددة ومن ثم تطبيق التكامل 

المحدد.

المثال (2)

يعطي هذا المثال فكرة واضحة عن دوران نصف دائرة 
حول محور السينات نصف قطرها r في فترة محددة 
r, وباستخدام قاعدة إيجاد الحجم نحصل على  r-6 @

حجم كرة بدلالة نصف قطرها.

في المثالين (4) ,(3)

أخبر الطلاب أنه في حال تدوير منطقة محددة بمنحنيين 
لدالتين مختلفتين يجب الانتباه إلى المجسم الناجم عن 

هذا الدوران حول محور السينات، وبالتالي يصبح حجم 
المجسم ناتج طرح وذلك بحسب مواقع المنحنيات،

لذا يكون حجم المجسّم يساوي:

( ) ( )V g x f x dxπ
a

b

= -
2 2

^ ^h h6 @#

( ) ( )V f x g x dxπ
a

b

= -
2 2

^ ^h h6 @# أو  

نبهّ الطلاب أن المنحنيين يقعان إما أسفل محور السينات 
معًا أو فوق محور السينات معًا.

الربط  6

لا يوجد.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في:

إيجاد طرح الدالتين قبل التربيع.  (a)

استخدام إحدى الدالتين فقط.  (b)

π عند كتابة قانون الحجم. إهمال   (c)

تحديد وضع المنحنيين.  (d)

التقييم  8

تابع الطلاب بدقة وهم يتعاملون مع فقرات
«دعنا نفكر ونتناقش» و«حاول أن تحل» لتتأكد من أنهم 

قادرين على ملاحظة دوران المنطقة وتطبيق القاعدة 
لإيجاد الحجم.
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 :  ( )      `

V y dx r x dx2 2 2 2

r

r

r

r
= = -

- -
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 r x dx r x x
3

2 2 2
3

r

r

r

r

= - = -
- -
^ h : D#

 r r r r
3 3

3
3

3
3

= - - - +a ak k; E

 r3
4 3

=  units cube

                  2
, h06 @   ( ) , 0f x r r !=   :  f  

     ,x a x b= =   f , g         
:       ,a b6 @      f, g  

( ) ( )V f x g x dx2 2

a

b
= -^ ^h h6 @#  

( ) ( )f x g x 0GG   ( ) ( )f x g x 0H H  :

               

y

x

( )g x

x
=

(
)

f x

x
2

=

 ( ) , ( ) :f x x g x x g2
= =

:

     
:   

( ) ( )f x g x=  
0x x x2 H= ^ h  

 

y

x

 x x4
=  

0x x4
- =  

 0( )x x 13
- =

0x x x x1 12
- + + =^ ^h h  
0 ,x x 1= =  :  

0x x 12
+ + =    

: T   
( )( ) 3 , 3 01 4 1 1T 1= - = - -  

 ,0 16 @    R       `
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اختبار سريع

1  أوجد حجم المجسم الناتج من دوران دورة 

كاملة حول محور السينات للمنطقة المستوية 
x، محور السينات  3=  ،x 1=- المحددة بين: 

( )f x x 1= + ومنحنى 

( )V f x dx2
1

3

π=
-
#

unitsV x dx cube1 8
1

3

π π= + =
-
^ h#

2  أوجد حجم المجسم الناتج من دوران دورة 

كاملة حول محور السينات للمنطقة المستوية 
المحددة بمنحنيي الدالتين:

   ( ) , ( )f x x g x x 22 2
= =- +

x

y

2

2
3

1

-1
-1

-2

-2
-3

1

  المنطقة المستوية محددة بمنحنيي الدالتين.
نوجد التقاطع:

 ( ) ( )f x xg=

x x 22 2
= - +

  ;x x x1 2 2 12 2
!= = =

,1 1-6  فيكون التكامل على الفترة @

( ) ( ( ))V dxg x f x2 2

1

1

π= -
-
^ h6 @#  والحجم: 

( )V x x dx22 2 2 2

1

1

π= - + -
-
^ h6 @#

units cubex dx 3
16

4 4
1

1
2π π= - + =

-
^ h#

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

x

y

2 3 41

1

  (a) ،(b)  1
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4
1

x =   ,0 1^ h    

 4
1

16
1

, 4
1

2
1

f g= =a ak k

  ,( ) ( )g x f x x0 0 1` 6H H ! 6 @
( ) ( )V g x f x dx2 2

0

1
= -^ ^h h6 @#   :       `

 ( ) ( )V x x dx
2 2 2

0

1
= -^ h7 A#

  V x x dx
0

1
4

= -^ h#

 ( )x x
2
1 02 5 5
12 5

0

1

- -= - = a k: :D D

 10
3

=  units cube

                  3

( )f x x
2 1
2

= +   ,  ( )g x x
2 2= +

           
. ,0 4
: D   , y xsin cosy x1 = =2  .    

:

cosy x=2

siny x=1

x

y

 0 , 48 B   y1     ,     y2      
 .( )    

x

y   0y y1H H2  :     
V y y dx

0

2 24
= - 12

^ h6#  :       `

 cos sinx x dx2

0

4 2
= -^ h6#

 2cos x dx
0

4
= ^ h#  cos sin cosx x x22 2

- =

 2 2xsin 0
4= ^ h6 @

 2 01= -^ hy

x
y

x
3

=

+

1

y x 12
= +2

-1 1

1

2

2
3
4

-2-3

 2=  (  )

              4
 ,y x y x3 12
= + = +21  :  
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y

x

 (c)  

المجسم الناتج هو «أسطوانة».   

حجم المجسم الناتج من الدوران هو:  (d)  

 V r hπ 2
#=

 ( ) π1 3 3π 2
#= = (وحدة مكعبة) 

 (e) dx x1 32

1

4

1
4π π π= =^ h 6 @#

(f)  نلاحظ من (e)، (d) أنّ حجم المجسّم الناتج من   

( )V f x dx2
1

4

π= ^ h# الدوران يساوي: 

 2

( )f x dx
a

b
2π^ h#  

حجم المجسّم اسم المجسم الناتج من 
دوران المنطقة المستوية

منحنى الدالة الفترة الدالة

x dx
2

0

3

π#

x3 93
0
3π

π= =6 @

V r h3
1 2π=

V
3
1

9 3# #π=

units cubeV 9π=

مخروط
1

1

3

3 4

2

2
-1
-2
-3

-1-2 x

y

,0 36 @ ( )f x x=

x dx4
2

2

2
π -
-

^ h#

x
x

4 3 3
32

3

2

2

π π= - =
-

: D

V r3
4 3π=

units cubeV 3
32

π=

كرة 1 2 x

y

1
2

-1
-2

-1-2 ,2 2-6 @ ( )f x x4
2

= -

«حاول أن تحل»

حجم المجسم يساوي:  1

 ( )V f x dx2
1

5

π= ^ h#

 x dx1 8
2

1

5

π π= - =^ h# (وحدة مكعّبة) 
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رسم توضيحي

1

1

3

3 4 5 6

2

2
-1
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30

  
Volumes of Revolution Solids

  A 

                (1-8)  
:    

(1) , , ,y x y x x0 2 02 == = =21
 (2) , , ,y x y x x0

1
1 4= = = =1 2

(3) ,y x y1 02
= - =1 2  (4) ,y x y x1 32

= + = +1 2

(5) , ,secy x y x2 4 4# #= = -1 2  (6) , , ,y x y x x x1 1 41= + = - = =1 2

(7) , ,y x y x1 0= = =1 2  (8) , ,y x y x0 4= = =1 2

 (  ) h             (9)
 .          (  )  r    

( , h06 @   ( ) :f x xh
r f=     : )

  B 

.     b       a   (1-4)  
             (1)

a  b   V x dx3 2

8

1

= ^ h#  :  ,1 86 @   ( ) :f x x f3=   
             (2)

a  b  V xdx xdx4 4
0

4

0

1

= -# #  :  1,46 @   ( ) :f x x f2=   

             (3)

a  b  V x x dx2
1 2

0

2

= -` j#  :  ( ) :x xg g2
1 2

=    ( ) :f x x f=   

             (4)

    x 0=   ( ) :g x g8=    ( ) :f x x f3
=   

a  b   x 0=  , ( ) :xh h8=-     f           
.        (5-12)  

             (5)

:    1,1-6 @     ( ) :f x f3=   

a  6  b  18 c  18  d  81

6-2

2  ( )A f x dx r dx2 2

0

hh

0
π π= =^ h# #

 r rx hπ π2 2
0
h

#= =6 @ (وحدة مكعّبة) 
( ) ( )f x g x= نوجد نقاط التقاطع بوضع   3

 xx
2 1 2 2
2

+ = +  ,x x1 2=- =

 ( ) ( ) ,g x f x x 1 26$ ! -^ ^h h 6 @

 ( ) ( )π g x f x dxV 2 2

1

2

= -
-
^ ^h h6 @#

 π x x dx2 2 2 1
2 2 2

1

2

= + - +
-
` aj k; E# ; 

 81
10
π

= (وحدة مكعّبة) 

رسم توضيحي

   

y y=1 2 نوجد نقاط التقاطع بوضع   4

 x x3 12
+ = +  ,x x1 2=- =

 ,y y x 1 2a 6H ! -1 2 6 @

 π y y dxV 2 2

1

2

` = -
-

1 26 @#

 x x dx3 1π 2 2 2

1

2

= + - +
-
^ ^h h7 A#

  117
5
π

= (وحدة مكعّبة) 

رسم توضيحي
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.        S2    S1  S S S,= 1 2    (6)

x

y

S
1

S
2

1

1

2

3

2
-1

-1

-2

-2

:    S            

a  3
40  b  4 2+  c  3

16  d  8

               (7)
:    y x4 2

=- -

a  4  b  6  c  3
16  d  3

32

                (8)
:  , ,y x x0 2 1= = =   ( ) :f x fx

1
=

a  units3 b  units3
3 c  units2

3 d  units4
3

              (9)

:    ,x x1 3=- =     ( ) :f x x f1= +   

a  8  b  7  c  8 d  2
5

              (10)
:    ( ) :f x x f=-    ,y x2 0=- =

a  4  b  16  c  8  d  2

               (11)

:  ,x y xy2= =   

a  x x dx2
2

0

4

-` j#  b  dxx x4

2

0

4

-a k#  c  x x dx4

2

0

4

-a k#  d  x x dx4

2

0

4

-a k#

 y x=                (12)
:  x y2=  

a  units15
64 3 b  units15

32 3 c  units
64
5

3 d  units3
8 3

30

31

73



    
Arc Length and Equation of Function Curve

6-3

 
•       

     
.

• .  

:  
•    

Equation of Function  
Curve  

• Arc Length   

y

x

L
r

   

       
   r2  :   r 

   ( )radians    
.L r=  :

:   

(L)   ( )radians      

6

2

2
3

 

     :

         ´   ª    
.L r=       

.          

  

:  [a, b]  ( )y f x=       [a, b]   f '   

( )f x dxL 1
a

b
2

+= '^ h#

.            :

80

طول قوس ومعادلة منحنى دالة  :6-3

الأهداف  1

يوجد طول قوس من منحنى الدالة.• 

يوجد معادلة منحنى دالة بمعلومية ميل المماس • 
ونقطة تنتمي إلى بيان الدالة.

يوجد معادلة منحنى دالة بمعلومية ميل العمودي • 
ونقطة تنتمي للمنحنى.

يوجد معادلة منحنى دالة بمعلومية المشتقة الثانية • 
للدالة ونقطة تنتمي للمنحنى.

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

طول قوس - معادلة منحنى دالة.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

 ( )'f x' ) والمشتقة الثانية  )f x' (1)  أوجد المشتقة الأولى 
للدالة f في كلّ من الحالات التالية:

 (a) ( )f x x x x2 3 73 2
= - + -

 (b) ( )f x x=

x dx7 5
3

1
+# أوجد:   (2)

 ( )'f x x2=' ) حيث  )f x (3)  أوجد: 

( )f 3
7

1 =  ، ( )f 21 =' عند 

التدريس  5

يستخدم الطلاب في هذا الدرس المشتقات والتكامل 
) في فترة  )f x المحدد لإيجاد طول قوس من منحنى دالة 

محددة.

ويوجد الطلاب معادلة منحنى دالة بمعلومية الميل عند 
، ثم يوجد هذه المعادلة بمعلومية نقطة  ( , )P x y أي نقطة 

محددة تنتمي إليه.
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,0 46 @   ( ) :f x fx3=          

:

( )f x x2
3

=

 ( ) 2
3

f x x2
1

='  ( ) ' nxx nn 1
=

-

 ( )f x dxL 1
0

4
2

+= '^ h#

 2
3

x dx1 2
1 2

0

4

= + ` j#

  x dx4
91

0

4

= +#
    

 ( ) xg x 1
4
9

= +  

 ( )'g x
4
9=

 L x dx
9
4

4
9 1

4
9

0

4 2
1

= +c m#

 L x1
4
9

9
4
3
2

0

43
#= +c m; E

  ( ) ( )27
8

1 4
9
4 1 4

9
0

3 3

= + - +a ak k; E

 10 10 1
27
8

= -^ h

 9.07L .   units

, 836 @   ( ) :xf x f
3
2 12

3
= +        1

1

1-1

-1

2 3 4

2

3

4

5

6

7

8

y

x

81

في المثالين (2) ,(1)

قبل البدء بالمثالين (2) ,(1)، تأكّد من أنّ الطلاب يعرفون 
قاعدة طول القوس.

) ومن ثمّ  )f x' لتطبيق هذه القاعدة، علينا أولاً إيجاد 
( )f xL 1 2

a

b
= + '^ h#

في المثالين (4) ,(3)

x هو  x= 0 ذكّر الطلاب أنّ ميل منحنى الدالة f عند 
. إذًا فإنّ ميل منحنى الدالة f عند أي نقطة  f x0'̂ h

) ولإيجاد معادلة منحنى الدالة f علينا  )f x' , هو  ( )x f x^ h

. ( )f x dx'# إيجاد 

لاحظ أن معادلة الدالة f تتضمّن ثابتاً C لمعرفته يجب 
. f التعويض بإحداثيات نقطة معلومة يمرّ بها منحنى الدالة

في المثال (5)

 حيث 
( )f x
1-
'

إنّ ميل العمودي على منحنى دالة f هو 
) من خلال  )f x' ) في هذا المثال يجب أن نوجد  )f x 0!'

. ( ) ( )f x f x dx= '# ميل العمودي ثمّ 

 ( )f x' يمكننا إيجاد الثابت C الناتج من إيجاد تكامل 
بالتعويض بإحداثيات النقطة المعطاة.

في المثال (6)

. ( )'f x' ) وذلك بإيجاد تكامل  )f x' علينا أوّلاً إيجاد 

f تتضمّن ثابتاً  لاحظ أنّ معادلة المشتقة الأولى '
C، لمعرفته يجب الاستعانة بالنقطة الحرجة 

) وذلك  )f x . ثمّ علينا إيجاد  ( ) ,f 1 0 1 15`- = -' ^ h

. ( )f x' بإيجاد تكامل 

C، لمعرفته يجب  لاحظ أنّ معادلة الدالة f تتضمّن ثابتاً 
التعويض بإحداثيات النقطة الحرجة.

الربط  6

لا يوجد.

أخطاء متوقعّة ومعالجتها  7

عند إيجاد طول القوس، قد يخطئ الطلاب في إيجاد 
. ' u dxu
a

b
# التكامل 

' dx uu u 3
22

1
2

a

b

a

b3
= 7 A# أخبرهم أنّ:  

التقييم  8

تابع الطلاّب وهم يعملون على فقرات
«دعنا نفكر ونتناقش» و«حاول أن تحل» لتتحقّق من 
قدرتهم على إيجاد الحلول وتطبيق القواعد بشكل 

صحيح.
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, 606 @   ( ) :f x fx
3
1 3 2 2

3

= +^ h       

:

 ( )f x x
3
1 3 2 2

3

= +^ h

 ( )f x x
3
1 2

2
3 3 2 2

1

# #= +' ^ h  ( ) ''u nu unn 1
=

-

 ( )f x x3 2 2
1

= +' ^ h

 ( )L f x dx1 2

0

6
= + ^ h#

 L x dx1 3 2
0

6
= + +#    

 x dx24
0

6
= +#

 x dx24
0

6
2
1

= +^ h#

 x dx2 4 2
2
1
0

6
2
1

= +^ h#

 x
3
2 4 2

2
1 6

0
2
3

= +^ h; E

 16 4
2
1
3
2 2

3
2
3

#= -6 @ 

 L 3
56

=  (  )

, 526 @   ( ) :xf x f2 9 3
9

2
3

= +^ h        2

      :

( , )A 1 2    x x3 142
- +  :  ( , )x yP       f     

:

 ( )f x x x3 142a = - +'

 ( )f x x dxx3 4 12` = - +^ h#

 ( )f x x x Cx3 4
3 2

3 2

= - + +

 ( )f x x x Cx2 23
= - + +

82

اختبار سريع

: f 1  أوجد طول قوس من منحنى الدالة

,3
1
3
1

-: D في الفترة ( )f x x2 1 3= +^ h

 ( )f x x2 1 2
3

= +^ h

 ( )f x x x2
3
2 1 2 3 2 12 2

11
#= + = +' ^ ^h h

 ( )f x dxL 1 2

3
1

1
3

= +
-

'^ h#

 x dx1 3 2 1 2
1 2

3
1

1
3

= + +
-

^ h7 A#

 x dx1 9 2 1
3
1
3
1

= + +
-

^ h#

 x dx x dx1 18 9 10 18
3
1
3
1

3
1
3
1

= + + = +
- -
# #

لإيجاد التكامل نستخدم قاعدة التعويض:  
 u x10 18= +

 du dx18=

 dx du18
1

=

 L x18
1

3
2 10 18 3

3
1
3
1

#= +
-

^ h7 A

 unitsL 27
56

=

2  أوجد معادلة منحنى الدالة f الذي ميله عند أي 

x ويمرّ  x4 3 22
+ - , يساوي  ( )x f x^ h نقطة

. ( , )A 2 1 بالنقطة 

 ( )f x x x4 3 22
= + -'

 ( )f x x x dx4 3 22
= + -^ h#

 ( )f x x x x C3
4

2
3

2
23

= + - +

 ( , )A 2 1 C نعوّض بالنقطة    لتعيين قيمة الثابت 
في المعادلة السابقة فنحصل على:

 ( ) ( ) ( ) C1 3
4
2 2

3
2 2 223

= + - +

 C 3
35

=
-

f المطلوبة هي: معادلة المنحنى للدالة   

 ( )f x x xx3
4

2
3

2 3
353 2

= + - -
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5 4x-   ,x y^ h     f       

,A 5 3-^ h      

:
( ) 0f x !'    

( )
1
f x
-

='     
`

  5 4
( )

x
f x
1

` =
-

- '

  ( )
5
1

f x
x1

` =
-

-'

( ) ( )f x f x dx= '#  :     `

  
5 4
1
x
dx

-

-
= #

  
4
1 4 5 4x dx2

1

= --
-

^ h#

  4
1

2
1

5 4x
C

2
1

=
-

+
^ h
> H

  ( ) 2
1
5 4 4

1
f x x C` = - +  (1)

  ( 5) 3f =-    
(1)  

  3 2
1
5 4( 5) 4

1
C= - - +

  3 2
1
(5) 4

1
C= +

  2C( =

  ( ) 2
1
5 4 2

1
f x x` = - +

1x2 -     ( , )x y        f        5

,B 1 0^ h         
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:      ( , )A 1 2    C   

 ( ) ( ) C2 1 2 1 123
= - + +

 C2 1 2 1= - + +

 C 2=

( )f x x xx2 223
= - + +  :   f     `

(2 , 2)   3x x2
+   ( , )x yP       f      3

( , )B 1 0     x x x4 6 123 2
+ - +  :  ( , )x yP        f     

:
 ( )f x xx x6 14 23 2a = + - +'

 ( )f x x x dxx4 6 2 13 2` += - +^ h#
 ( )f x x x x Cx64

4 3
2
2

4 3 2

= + - + +

 ( )f x x x x Cx24 23
+= - + +

:      ( , )B 1 0    C   
 ( ) ( ) ( ) C0 1 2 1 1 14 3 2

+= - + +

 C0 1 2 11= + - + +

 C 3= -

( ) 3f x x x xx24 23
+ -= - +    :   f     `

1, 5)(- -    3x x x8 423 2
- + - +   ( , )x yP        f      4
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إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

قياس زاوية مركزية في 
adiansrθ^ h دائرة

( )L طول القوس المقابل 

6
π r r

6 2
π π
# = (وحدة طول) 

2
π r2

π (وحدة طول) 

π rπ (وحدة طول) 

2
3π r2

3π (وحدة طول) 

«حاول أن تحل»
1  ( )f x x3

2 12
3

= +

 ( )f x x3
2
2
3 2

1

#='

 ( )f x x 2
1

='

 ( )f x dx x dxL 1 12

3

8
2
1 2

3

8
= + = +'^ _h i# #

 x dx1
3

8
= +#

لإيجاد التكامل نستخدم قاعدة التعويض:  

 u x1= +

 du dx=

 dx du=

 x x xL 3
2 1 3

2 1 13
3

8

3

8
= + = + +^ ^h h7 7A A

  38
3

= (وحدة طول) 
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.    ( 1 , 15)-     f      '' ( ) 6 6f x x= -  :

:

  ( ) ( )f x f x dx'=' '#

  6 6x dx= -^ h#
  ( ) 3 6f x x x C2

= - +'

( 1) 0f` - ='    ( 1 , 15) a-

  3 1 6( 1) 0C2
- - - + =^ h

  C 9= -

  ( ) 3 6f x x x 92` = - -'

  ( ) ( )f x f x dx= '#
  3 6 9x x dx2

= - -^ h#
  ( ) 3x x x x Cf 923

= -- +

:( 1 , 15)-    

  15 ( 1) 3( 1) 9( 1) C3 2
= - - - - - +

  15 5 10C` -= =

( ) 3 9 10f x x x x3 2` = - - +   :     `

( ) 5 2f x x= -''  :  6

.    2( , )P 2 -      f     

85

2  ( )f x x9
2 9 3 2

3

= +^ h

 ( )f x x9
2 3 2

3 9 3 2
1

# #= +' ^ h

 ( )f x x9 3 2
1

= +' ^ h

 x dxL 1 9 3
2

5
= + +#

  x dx10 3
2

5
= +#

  x dx10 3 2
1

2

5
= +^ h#

  x10 33
1
3
2

2
3

2

5

= +^ h: D

  3
2 25 163

1 2
3

2
3

#= -7 A

  9
122

= (وحدة طول) 

3  ( )f x x x3 2= +'

 ( )f x x x dx3 2= +^ h#

 ( )f x x x C3
3

2

23

= + +

 ( )f x x x C2

2
3

= + +

2, في  2^ h نعوّض بالنقطة C لتعيين قيمة الثابت  
المعادلة السابقة فنحصل على:

 C2 2 2
223

= + +

 C2 8 2= + +

 C 8= -

معادلة المنحنى للدالة f هي:  

 ( )f x x x
2 8
2

3
= + -

85

78



32

    
Arc Length and Equation of Function Curve

  A 

. ,0 3
1

8 B   ( )f x x5 2 3
= +  : f       (1)

. ,1 4
5

8 B   ( )f x x3
1
7 4 2

3
= +^ h  : f       (2)

. 1,26 @   ( )f x x x6
1

2
13

= +  : f       (3)

( , )A 3 7    x x2 42
- + -  :  ( , )x y        f     (4)

( , )A 1 3    x x4 2 53
- + +  :  ( , )x y        f     (5)

,A 4 2
5-

` j   cos x2  :  ( , )x y        f     (6)

,A 9
2

6
7

` j   xsin 3  :  ( , )x y        f     (7)

   x2 5+   ( , )x y      f         (8)
,B 2 3-^ h     f 
( )f x x x12 24 12
= - -''  :  (9)

,A 162
1 15
-` j        f    

  B 

.     b       a   (1-4)  

 ,0 16 @   ( )f x x3
1
1 4 2

3
= +^ h  : f      (1)

a  b  .   L 3
2

=   

 ( , )A 2 6    x 23
+  :  ( , )x y        f   (2)

a  b  ( )f x x
x4 2 2

4

= + +  :  

( , )A 1 1    x x- +  :  ( , )x y        f   (3)

a  b  ( )f x x x x
2 2
3 3

2
= - + +  :  

 ( ) :f x x x f3 12 92
= - +'      ( , )A 1 3   (4)

a  b  ( )f x x x x6 9 13 2
= - + -   f   

6-3

4  ( )f x x x x8 3 2 43 2
= - + - +'

 ( )f x x x x dx8 3 2 43 2
= - + - +^ h#

 ( )f x x x x x C4
8

3
3

2
2 4

4 3 2

= - + - + +

 ( )f x x x x x C2 44 3 2
= - + - + +

1, في  5- -^ h نعوّض بالنقطة C لتعيين قيمة الثابت  
المعادلة السابقة فنحصل على:

 ( ) ( ) ( ) ( ) C5 2 1 1 1 4 14 3 2
- =- - + - - - + - +

 C5 2 1 1 4- =- - - - +

 C 3=

معادلة المنحنى f المطلوب هي:  

 ( )f x x x x x2 4 34 3 2
= - + - + +

( )f x 0!'  حيث 
( )f x
1-
=

'
`  ميل العمودي   5

 
( )

x
f x

2 1 1` - =
-

'

 ( )f x x
1

2 1` =
-
-'

`  معادلة المنحنى هي:  

 ( ) ( )f x f x dx= '#

 x dx2 1
1

=
-
-#

 x dx2
1
2 1
2

= -
-

#

 ( ) lnf x x C2
1 2 1` = - - +  (1)

لتعيين قيمة C بالتعويض في (1)  

 ( )f 1 0=

 ln C2 1 02
1

- - + =

 ln C1 02
1

- + =

  C 0=

ومعادلة منحنى الدالة f هي:  

 ( )f x xln 22
1 1= - -
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.        (5-9)  

:  ,2 3-6 @   ( )f x 3
1

=  : f      (5)

a  units7  b  units6  c  units5  d  unit1

:  ,0 26 @   ( )f x x 3= -  : f      (6)

a  units2  b  units2 2  c  units3 2  d  units2
2

  ( , )A 2 3    x 3- +  :  ( , )x y            (7)
:  y

a  x x2 3 4
2

- + -  b  ln x3 3- +  c  x x2 3 4
2

- + +  d  ln x33 - -

:  ( , )A 4 2-    xx 32 -  :  ( , )x y          (8)

a  x x2 22 3
+ -  b  x x22 3

-  c  x x2 22 3
- -  d  x x2 2 2

2
3

- +

     ( ) :f x x f12 6= -''      ( , )A 20     (9)
:  f 

a  ( , )B 2 0-  b  ( , )B 0 2-  c  ( , )B 1 1-  d  ( , )B 1 1

6  ( ) ( )'f x f x dx=' '#

 x dx5 2= -^ h#

 ( )f x Cx x2
5 2
2

= - + 1'

P, نقطة حرجة 2 2 a-^ h  

 ( )f 2 0='

 ( ) ( ) C2
5 2 2 2 02` - + =1

  C 6= -1

 ( )f x x x2
5 2 62` = - -'

 ( ) ( )f x f x dx= '#

 x x dx2
5 2 62

= - -a k#

 ( )f x x x x C66
5 3 2

= - - + 2

,P 2 2-^ h بالتعويض في النقطة  

 ( ) ( ) ( ) C2 2 6 22 6
5 3 2

- = - - + 2

 C 3
22` =2

معادلة المنحنى هي:  

 ( )f x x x x66
5

3
223 2

= - - +
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6-4

 
•      

.  
•      

.  

:  
•  

Differential Equation  

 
Differential Equations

  

( ) e y f x 5 42x
= = +   :  R    f  

( ) y f x=   'y       a

'y y2 8 0- =+   :   , 'y y    b

( )y g x x 42
= = +   :   R    g   c

. x    , 'y y     

(1) 

.         :  

. ( )xf    y  

(2) 

.            

:

.       'y y x2 1- = -   'y 8=-   'y xy=

.       '' 'y xy y2 0+ - =   ''y 8=-

.     y x2 5- =  

(3) 

.       :   

:

.       '' 'y y y 12
+ + =^ h

.       'y y
x42

=^ h

.       '' ' e yy x y 0x3 4
+ + =^ h

86

المعادلات التفاضلية  :6-4

الأهداف  1

يوجد حل لمعادلة تفاضلية من الرتبة الأولى.• 

يوجد حل لمعادلة تفاضلية من الرتبة الثانية.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

معادلة تفاضلية.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

أوجد مجموعة الحل لكل معادلة ممّا يلي:  (1)

(a) x x7 10 02
- + =

(b) x x14 49 02
+ + =

(c) x x6 25 02
- + =

y' مستقلة عن x وعن k في   ،y (2)  أوجد علاقة بين
. ey k 52x
= + المعادلة: 

التدريس  5

يتعرف الطالب في هذا البند على مبادئ أولية للمعادلات 
التفاضلية ورتبتها ودرجتها والتمييز بينهما، ثم أخبرهم أن 
هذه المعادلات تختلف في حلولها عن تلك التي تعلمها 

سابقًا. إذ أنه كان يبحث عن قيمة المتغير x التي تحقق 
معادلة من الدرجة الأولى، أو الدرجة الثانية، ... وقيم 

المتغير التي تحقق معادلة من درجات أكبر، ولكن في 
المعادلة التفاضلية سوف يبحث الطالب عن قيمة أو قيم 

المتغير التابع y التي تحقق المعادلة.
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:

.            

 

'y y5=

'y x
y
42

=

'' 'y y xy5= +

'' 'y y12 3
= +^ ^h h

''' 'y y x2 3
= +^ h

.           

.          

'y xy2 0- =   :     2
ey x

=  :   

:
2
ey x

=  :     
2

' ey x2 x
=  ( ) ' 'e euu u

=

2 2
e ex x2 2 0x x
- =      y, 'y  

'y xy2 0- =  :     
2
ey x

=  

y y3 3+ ='  :    ey 2 13x
= +  :    1

.            

( )y f x dx= #  :     ( )'y f x=            

87

في المثال (1)

المطلوب هو التأكد من أن قيمة معينة للمتغير التابع y هي 
حلّ للمعادلة التفاضلية. أكّد للطلاب أننا سنتطرق فقط 

لحل معادلات تفاضلية من الدرجة الأولى.

في المثالين (3) ,(2)

y' هي على الصورة  x3 12
= - المعادلة التفاضلية 

. لإيجاد حل عام لها يجب أن يستخدم القاعدة  ( )'y f x=

 ، ( )y f x dx= # الأولى وهي إيجاد تكامل الدالة f أي 
ومن ثم يمكننا إيجاد حلّ خاص إذا أضيف إلى المعطيات 
قيمة ابتدائية للمتغير المستقل والمتغير التابع وذلك لإيجاد 

قيمة واحدة للثابت الناتج عن حل المعادلة.

في المثال (4)

. ( ) ( )dx
dy

g x h y:= المعادلة في (a) هي على الصورة 
لإيجاد حلولها، علينا فصل المتغيرات بالصورة التالية: 

 وهي القاعدة الثانية ومن ثم نكامل 
( )

( )h y dy g x dx1
=

 وصولاً إلى حل 
( )

( )h y dy g x dx1
=c m## الطرفين 
.y المعادلة وهو إيجاد

اشرح للطلاّب كيفية الوصول إلى الحل وأخبرهم أنه من 
(b) يمكن استخدام القاعدة مباشرة. وهي تمهد للقاعدة 

الثالثة كما في مثال (5).

في المثال (5)

y' باستخدام  y4= يمكننا إيجاد حل خاص للمعادلة 
 ,x y0 2= = القاعدة الثالثة وذلك بإضافة المعطيات 
y عن x , y بالقيمة المعطاة  ke4x= إذ نعوّض في الحل 

.k لإيجاد الثابت
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'y x3 12
= -  :  

:
'yy dx= #  'y   y  

 ( )y x dx3 12
= -#   

 Cy x x3
= - +   C  

'y x x7 9 12
= + -  :   2

x 1=   y 2=    'y x3 12
= -  :  

'y y dx= #  :
( )y x dx3 12

= -#  

 x x C3
= - +

C2 1 13= - +  2  y  1  x  
C 2=  
y x x 23` = - +

x 1=   y 5=    'y x x8 3 43 2
= - +  :   3

  ( ) ( )dx
dy

g x h y:=  :   x , y :           
:      

( ) ( )h y dy g x dx1
=

.y          

:    

a  'y xy2 0- =  b  'y y4=

88

في المثال (6)

y' التي يمكن كتابتها  y2 1+ = المعادلة التفاضلية 
y' وهي  ay b= + ، هي على الصورة  'y y2

1
2
1

= - +

القاعدة الرابعة.

y حيث k ثابت يمكن إيجاده  ke a
bax

= - حلولها هي 
بتعويض x  ,  y بقيمتيهما المعطاة.

في المثال (7)

y'' هي من الرتبة الثانية،  x x3 22
= - المعادلة التفاضلية 

'' وهي القاعدة الخامسة. ( )y f x= وهي على الصورة 

) أولاً، ثم  )'y f x dx= # يتمّ حلّ هذه المعادلة بإيجاد 
. 'y y dx= # بإيجاد 

في الأمثلة (10) ,(9) ,(8)

 '' 'ay by cy 0+ + = المعادلة التفاضلية التي على الصورة 
ا ترتيبها وذلك لكتابة  هي من الرتبة الثانية ومهم جدًّ

ar br c 02
+ + = المعادلة المميزة على الصورة: 

ركّز انتباهم على الحلول العامة بحسب قيمة المميز:

b ac42T = -
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:
a  'y xy2 0- =

 dx
dy

xy2 0- =  'y dx
dy

=

 dx
dy

xy2=

 y
dy

x dx2=   

 y
dy

x dx2=# #    ( )
( )

( )lnf x
df x

f x C= +#      

  ln y x C2
= +  

 e:y e ex C x C2 2
= =

+  ln y y ex x
&= =

  y e eC x2
:!=  

 y kex
2

=  e kC
! =

b  'y y4=

 dx
dy

y4=  'y dx
dy

=

 dy
dxy 4=   

 y
dy

dx4=# #   

 ln y x C4= +

 y e4x C=
+

 y e e4C x
:!=  e kC

! =

 y k e4x=

dx
dy

x
y2

=  :    4

.k R*!   ey k ax
=    a 0!   y ay='      

:    

 'y ay=

 aydx
dy
=

 y
dy

a dx=

 y
dy

a dx=# #

 y x Caln = +

 y e e eax axC C
:= =

+

 y e eaxC
:!=

 y keax=  k eC!=  

89

الربط  6

تطبيق حياتي يوفر الربط بين المعادلات التفاضلية ومجال 
علوم الأحياء.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في استخدام القاعدة لحل معادلة من 
. أخبرهم أنه كي  'y ay b= + الرتبة الأولى على الصورة 

ey يجب ترتيب المعادلة  k a
bax

= - يستخدم القاعدة: 
. فمثلاً، لا يمكن تطبيق القاعدة  'y ay b= + على الصورة 
y' ولكن يمكن كتابتها على  y2 5 7 0- + = على المعادلة:
y' وهكذا يمكن معرفة قيمة كلّ من  y2

5
2
7

= - الصورة: 
a, b في القاعدة.

التقييم  8

تابع الطلاب وهم يعملون على فقرات «حاول أن تحل» 
لتتحقق من قدرتهم على إيجاد الحلول للمعادلات 

التفاضلية وتطبيق القواعد بشكل صحيح على كل حالة.

اختبار سريع

y' بحيث إن  y3 5 2 0- + = 1  أوجد حلّ المعادلة: 

.x 0= y عند  2=

'y y3
5

3
2

= -  نكتب: 

 الحل العام:

x
ey k 5

23
5

= + x أي 
ey k

3
5
3
2

3
5

= -
-
J

L

K
KK

N

P

O
OO
 

k 5
8

= k2 نحصل على  5
2

= +  ومنه 

 الحل الخاص:

 x
ey 5
8

5
23

5

= +
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( )''y f x=  :     V

( ) ( )' Cy f x dx F x 1= = +#  :       

( ) Cy F x dx1= +^ h#   

''y x x3 22
= -  :  

:

 'y x x dx3 22
= -^ h#  :

 C'y x x3 2
= - + 1  

 1( )Cy x x dx3 2
= - +#  d'y y x= #

 1 24 3
C Cy x x x

4 3

= - + +  

''y x x3 62
= - +  :   7

a 0!    a, b, c  '' ' cay by y 0+ + =  :     VI

'' ' cay by y 0+ + =  :      car br 02
+ + =  :  

,C C R*1 2!      

 1C e C ey r xr x1 2= + 2  :      r r!1 2        a

 1C C ey x rx
= + 2^ h  :      r r=1 2  ( )       b

:      ,r i r i= + = -1 2        c
e cos siny x xC Cx

2= +1^ h

91

x 0=   y 2=    'y y4=  :   

:

'y y4=     

 ey k x4` =

 k e2 (0)4
=    ,x y   

 k2 1#=  e 10
=

  k 2=

  y e2 4x` =

x 0=   y 3=    y y' 2= -  :    5

ey k a
bax

= -  :   ,a b0 0! !   y ay b= +'      IV

'y y2 1+ =  :   a
x 1= -   y 2=      b

:
a  'y y2 1+ =  'y ay b= +     

 'y y2
1

2
1

= - +

 
-

k ey 12
1

= +
x

 IV    

b  k e 1 22
1

+ =   ,x y  

 ek 2
1

=
-

 
x

- -
1e ey 2

1
2
1

:= +

 x-
1ey 2

1
2
1

= +
-

x 0=   y 3=       'y y3 2 4- =    6

90

' ''y y y5 4 0- + = 2 أوجد حلّ المعادلة: 

 المعادلة المميزة:

 r r5 4 02
- + =

 b ac4 25 24 12T = - = - =

 ,r r1 41 2= =

 وبالتالي:

 e ey C C2
4x x

= +1

'' 'y y y2 5 0- + = 3 أوجد حلّ المعادلة: 

 المعادلة المميزة:

 r r 02 52
- + =

 i164 20 16 2T = - =- =

 ,r ri i1 2 1 2= - = +1 2

 وبالتالي:

 e cos siny x xC C2 2x
= +1 2^ h

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

 (a) ( )'y f x e10 2x= ='

 (b) 'y y e e2 8 0 2 5 4 81 2 2x x
- + = - + +^ h

  e e0 0 8 8 01 12 2x x
= - - + =

'y y2 8 0- + = , تحقّقان المعادلة  'y y إذًا   

 (c) ( )y g x x x y4 42 2
,= = + = -

  ( )' '
'

y g x x x
y

2 2,= = =

  '
x

y
4

2
2

=

إذًا  

  '
y

y
4 4

2

- =

  'y y 04 162
- + =
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  :
   

  
.  

'' 'y y y4 3 0- + =  :  

:

 r r4 3 02
- + =    

 ) )( (r r3 1 0- - =

 3r =   r 1=

   

 1
1C e C ey r x r x2= + 2  VI    -  a  

1C e C ey x x3
= + 2  :     

'' 'y y y2 5 3 0- + =  :   8

'' 'y y y4 4 0- + =  :  

:

 r r4 4 02
- + =    

 2r 02
- =^ h

 2r 0- =

 2r =   

 r r 2= =1 2

 1C x C ey rx
= + 2^ h

 1C x C ey x2
= + 2^ h  :     

12 9'' 'y y y 04 - + =  :   9

92

'' 'y y y4 0+ + =  :  

:

 r r 4 02
+ + =    

 61 4 1 4 1 12
# #T = - = -^ h

 i15 15 2= - =

 i
ir 2

1 15
2
1

2
15

=
- -

= - -1   

 i
ir 2

1 15
2
1

2
15

=
- +

= - +2

 siny C Ce cos x x2
15

2
15

2
1

= +
-

21
xc m :     

y y y'' '2 8 0+ + =  :   10

( )  

            

.       

( ) t      (S)      

:    

 0( )'S
q
2=   0( )S 0=   '2 3( ) ( ) ( )' 'S t S t S t 0+ + =

.       q 

. ( )S t   :

:

 ( ) ( ) ( )'' 'S t S t S t2 3 0+ + =

 r r2 3 1 02
+ + =    

 ,r r1 2
1

= - = -   

93

«تدريب»

المعادلة التفاضلية الرتبة الدرجة

'y y5= الأولى الأولى

'y y
x42

= الأولى الثانية

'' 'y y xy5= + الثانية الأولى

'( ) ( )' 'y y12 3
= + الثانية الثانية

'' ( )' 'y y x2 3
= + الثالثة الأولى

«حاول أن تحل»

1  , 'e ey y2 1 63 3x x
= + =

ومنه:  

 ' ey 3 6 33x
+ = +

 e3 2 13x
= +^ h

 y3=

2  y x x dx7 9 12
= + -^ h#

 x x x C3
7

2
93 2

= + - +

الحل العام:  3

 y x x dx8 3 43 2
= - +^ h#

 x x x C2 44 3
= - + +

الحل الخاص:  

 C C 05 2 1 4 & == - + +

ومنه:  

 xxy x2 44 3- +=

92
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6-4

 
Differential Equation

  A 

'' 'y y xx 22- + =      y e3 x
=  :    (1)

''y y e2 x+ =      y ex=  :    (2)

:     (3-19)  

x 1=     y 4=          'y x x 22
= + +  (3)

'xy x1 2
= -  (4)

x 1=    y 1=           'xy 4=  (5)

'y y3=  (6)

'y y5=  (7)

x 2=     y 4=           'y y2 5 0- =  (8)

x 0=     y 2=          'y y2 0+ =  (9)

'y y 1= +  (10)

x 4
1

=      y 4
3

=     'y y2
1

4 1+ =  (11)

x 0=      y 2=          'y y2 4+ =  (12)

'' xsiny 4 4=-  (13)

''y x6 8= -  (14)

'' 'y y y2 015+ - =  (15)

'' 'y y 06 9- + =  (16)

    ''y y9 0+ =  (17)

'' 'y y y2 0- + =  (18)

 '' 'yy y2 4 3+ =-  (19)

'y y2 0+ =  :    (a)  (20)

x 0=    y 2
1

=      (b)  

 ( ) C Ce eS t t t
2
1

1 2= +
- -  :     

 ( )C C 10 1 2= +   S   

 2
1

( ) C e C e'S t tt
2
1

= - -
--

1 2  ( )S t   

 ( )
q

C C2 2
1

2= - -1 2   S'   

 
C C

C C
q

0

2
1

2

2

2

1

1

+ =

- - =
*    ,C C1 2   

 ,C Cq q1 2= - =  :  

 ( )S t q qt t
2
1

= - +
- -e e  :     

94

4  dx
dy

x
y

y
dy

x
dx d

x
dx

y
y2 2 2& &= = =# #

 ln lny x C2= +

 y e2ln| |x C!=
+

 ,e eky k | |ln x C2
` != =

الحل العام:  5

 ey k x2
=

-

الحل الخاص:  

 ek3 0
=

 k 3=

ومنه:  

 ey 3 x2
=

-

'y ay b= + كتابة المعادلة على الصورة:   6

أي:  

 'y y3
2

3
4

= +

الحل العام:  

 x
ey k 23
2

= -

الحل الخاص:  

 k k3 2 5&= - =

ومنه:  

 x
ey 5 23
2

= -

7  'y x x C33 2
=- + + 1

 y x x xC C4
1 4 3

=- + + +1 2

المعادلة المميزة:  8

 rr 5 3 02 2 - + =

 25 24 1T = - =

 ,r r 2
3

11 2= =

الحل العام:  

 x
e ey C Cx 2

3

= +1 2

94
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:  '' 'y y y2 0+ + =    (13)

a  1y xc c
x

= +
-

2
e^ h  b  1y xc c

x
= + 2

e^ h

c  1y xc c
2x

= + 2
e^ h  d  1y xc c

2x
= +

-

2
e^ h

:  '' 'y y y 04 13- + =    (14)

a  ( )cos siny e c x c x3 3x
= +1 2  b  ( )cos siny e c x c x2 22x

= +
-

1 2

c  ( )cos siny e c x c x3 3x
= +

-
1 2  d  ( )cos siny e c x c x3 32x

= +1 2

35

  B 

.     b       a   (1-7)  

a  b  .      '' ''x y y y 02 2
+ + =^ h  :    (1)

a  b  .      'y yx2 02
+ =^ h  :    (2)

a  b  y 4
1

4
12x

= +
-e   'y y2 0+ =   x 0=   y 2

1
=    (3)

a  b  y 2
x

=
-e   'y y 2+ =   x 0=   y 1=    (4)

a  b  1 cos siny c c
x

2= +
-ex x^ h   '' 'y y y2 2 0+ + =    (5)

a  b  1 cos siny c c2= +x x   ''y y 0+ =    (6)

a  b   1y ec e c2= +
-x x  ''y y 0- =    (7)

.        (8-14)  

:  ''
xy

y x2
3

2

=
+^ h  :    (8)

.     b  .     a

.     d  .     c

:  x 1=   y 2=-    dx x
dy

2=     (9)

a  y x 32
= +  b  y x 32

= -

c  y x
2 3
2

= -  d  y x
2 3
2

= +

:  ''y x x2 32
= +    (10)

a  y cx x
3
2

2
33 2

= + +  b  y x x
3
2

2
3 23

= +

c  y c x cx x1 1
6 2
4 3

= + + +1 2  d  y c xx x1 1
6 2
4 3

= + + 1

:  x 5=   y 3=    'y y2 1+ =     (11)

a  y e2 2
5

=  b  y
e

2
2
5=

c  y e2 12
1

2
5x

= +
- +c m  d  y e2 12

1
2
5x

= +
- -c m

:  '' 'y y y3 2 0- + =    (12)

a  1y c c
2x x

= +
-

2
e e  b  x

1
-y c c 2x= + 2
e e

c  1y c c
2x x

= +
--

2
e e  d  1y c c

2x x
= + 2
e e

36

35

المعادلة المميزة:  9

 r r4 12 9 02
- + =

 144 0144T = - =

 r 2
3

=

الحل العام:  

 1y C x C e 2
3
x

= + 2^ h

المعادلة المميزة:  10

 r r2 8 02
+ + =

 i32 28 284 2
- =- =

 ,i ir r1 7 1 7=- - =- +21

الحل العام:  

 1y e C cos C sin x7 7x
= +

-
2^ h

88



•  .            

•                     
.     

•   f , g       f , g          
  ( ) ( )( ) f x g x dxV x

a

b
2 2

= -^ ^h h6 @#  :       ,a b6 @     
. ( ) ( )f x g x 0# #   ( ) ( )f x g x 0$ $  :  

•   ,a b6 @        f           
. ( ) ( )V x f x dx

a

b
2

= 6 @#  :     

•  .               

•   .                 

•   .        f    

•  .      f    

•  . ,a b6 @          L dx
dy

dx1
a

b 2

= + c m#  :  

•  .            

•  .         

•  .   ( ) ( )h y dy g x dx
1

=  :      

•  .y keax=   y ay='  :   

•  .y ke a
bax

= -   'y ay b= +  :   

'' 'ay by cy 0+ + =  :     

 :  3   ar br c 02
+ + =  :   

 y C e C er x r x
= +1 2

1 2  :   b ac4 0>23= -    a

 y C x C er x2= +1^ h  :   b ac4 023= - =    b

 cos siny C C xe xx
= +
a

1 2^ h :   b ac4 023 1= -    c

,r i r i= + = -1 2  :  

97

.               

x

6

y
y

x
x12 36
2

= -
 .  g195        

.    a

. g/cm8 5 3            b

          

:

 a  ( )V f x dx x x dx144 36
2

6 2
2

= -=
0 0

6

^ ^h h# #

 ( . )
x x

144 3
36

5 7 2
53

0

6

= - =: D

 . cm22 62 3.

 =   b

. . .22 62 8 5 192 1# =    :  

.        

 

           

y
x x
3

4 242

=
- +  :   Ox xl  x 6=  x 0=   

x

y

1
-1

2

1

2

3 4 5 6

95

   

•  :  x b=   x a=  :    ,a b6 @    f      

( )A f x dx
a

b

= #   ( )f x 0$

( )A f x dx
a

b

=- #   ( )f x 0#

•  ( ) ( )A f x dx f x dx
a

c

c

b

= +# #  :  ,bc6 @   ( )f x 0$   ,a c6 @   ( )f x 0#   

•         ( ) ( )f x xg$   ,a b6 @    g  f    
( ) ( )A f x g x dx

a

b

= -6 @#  :  x b=   x a=  
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حل «مسألة إضافية»

 ( )V f x dx2
0

6

π= 6 @#

 V x x dx4 2490

6
2π

= - +^ h#

 x x3
4

9 12
3

2

0

6π
= - +: D

 units cube16π=

x

y

2

2

3

3

4

4

5 6-1-1
-2
-3

1

1

المرشد لحل المسائل
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. ,0 16 @     ( ) :f x x x f342
= - +        (1)

. ,1 56 @     ( ) :f x x x f6 52
= - +        (2)

. ,2 2-6 @     ( ) :f x x x f43
= -        (3)

   ( ) :x xg g=    ( ) :f x x f12
= +        (4)

. ,1 26 @

. ( ) :g x x g1= +    ( ) :f x x f13
= +        (5)

             (6)

. ,2 2-6 @   y 2=   ( ) :f x fx2
1 2

=   

             (7)

. ,21-6 @   ( ) :g x x g3=- +   ( ) :f x fx 2= +   

             (8)

. ,2 1-6 @   ( ) :g x x g2= +   ( ) :f x fx 42
=- +   

. ,1206 @   ( )f x x2 3
1 2

3

= +  : f       (9)

. ,13-6 @   ( )f x x2 3= -  : f       (10)

. ,826 @   ( )f x x3
1
1 2 2

3
= - +^ h  : f       (11)

. ( , )A 1 5- -    x x3 2 12
- +  :  ( , )x y           (12)

  x3 2-  :     ( , )x y             (13)
.( , )1 1-  

,A 1 3-^ h        f    ( )f x x12 42
= -''  :  (14)

:     (15-20)  

(15)  'y y3 5 2+ =

(16)  'xy y3 5=

(17)  '' 'y y y7 12 0- + =

(18)  '' 'y y y6 9 0- + =

(19)  '' 'y y y4 20 0+ + =

(20)  ''y y16 0+ =

  

39

:     (11-13)  

(11)  'y y2 3 4+ =

(12)  ''y y 0+ =

(13)  ''y y 0- =

    ( )  t    ( )ty         (14)
.   a  ( ) : ( )'E y a y 2= -  :    (Geiger)

.(E)     (a)  

. ( )y 0 170=    (E)   (b)  

a    ( )y 6 9=     (c)  

. f    ( )f x x6 6= -''  : f     ,A 3 2-^ h    (15)

38

:( )      (1-3)  
(1) y

x

1

2

y 1=

y xcos2=

(2) y

x

8

1

1

2

2
3
4
5
6
7

-2
-2

-1
-1

y
x

x
2
2

4
=

-

y
x
2
2

=

( , )2 8( , )2 8-

(3)

y x2
4

= -

y
x
2

=

y

x

1

1

-2

-1

.y x4=  :   y x2 82
= +  :        (4)

.y x x42
=- +  :   y x2 15= -  :        (5)

.   x 2=   ( )
x

f x 1
2=  , ( ) xg x =       (6)

.             (7-8)  
(7) y

x

1

2

x y2 2+ =

(8) y

x

sin cosy x x=

2

0

3 , 3
4Aa k   xsin 3  :  x      f     (9)

,2706 @   ( )f x x2
1 3

=  : f       (10)
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