
Conic Sections الوحدة السابعة: القطوع المخروطية 
قسمت الدروس في هذه الوحدة إلى أجزاء.

1-7: القطوع المخروطية - القطع المكافئ

جزء 1: القطوع المكافئة.  

جزء 2: تطبيقات باستخدام القطوع المكافئة.  

2-7: القطع الناقص.

جزء 1: القطع الناقص.  

جزء 2: تطبيقات باستخدام القطوع الناقصة.  

3-7: القطع الزائد.

جزء 1: القطع الزائد.  

جزء 2: تطبيقات باستخدام القطوع الزائدة.  

4-7: الاختلاف المركزي.

جزء 1: أشكال القطوع المخروطية بدلالة الاختلاف المركزي.  
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يوضّح الرسم البياني أعلاه إنشاء قطع مكافئ باستخدام 
الدوائر والمستقيمات.

القطوع المخروطية هي منحنيات تنتج عن تقاطع سطح 
مخروط دائري ومستوٍ. إذا لم يمر المستوي برأس 

المخروط فإن المنحنى الناتج يكون دائرة أو قطعًا مكافئًا 
أو قطعًا ناقصًا أو قطعًا زائدًا وذلك وفق وضع المستوي.

وضع أبولونيوس Apollonios (حوالى 190-262 ق.م.) 
مؤلفًّا ضخمًا من ثمانية أجزاء دعاه القطوع المخروطية، 

ضمّ القطوع الثلاثة وخصائصها. ينسب إلى أبوقراط 
Hippocrates استخدام تقاطع المخاريط لحل بعض 

المسائل الهندسية عند اليونان. كذلك أوجد أرخميدس 
Archimedes (القرن الثالث ق.م.) المساحة المحصورة 

بين قسم من قطع مكافئ ومستقيم.

تكمن أهمية القطوع المخروطية في مجال تطبيقاتها 
الواسع. فمسارات الكواكب، والأقمار الاصطناعية، 
والإلكترونيات، والقذائف هي منحنيات مخروطية. 

الهوائيات المخروطية (قطع مكافئ) هي أداة ضرورية 
لالتقاط الإشارات التي تبعث بها الأقمار الاصطناعية 

المتخصصة في مجال الاتصالات. المرايا على شكل قطع 
ا نظرًا لخاصيتها في انعكاس الأشعة  مكافئ مفيدة جدًّ

الموازية للدليل بحيث تمر في البؤرة.

تتحرك الكواكب في المجموعة الشمسية وفق مدارات 
على شكل قطوع ناقصة، تكون الشمس في موقع إحدى 

بؤرتيها (قانون كيبلر الأول). وكذلك فإن كل جسم 
خاضع لحركة جذب نيوتني (نسبة إلى نيوتن) له مدار 

مخروطي.

مدار المذنب هالي هو قطع ناقص (النسبة بين طولي 
ا). محوريه كبيرة جدًّ

ويذكر أن مرور هالي عام 1759 قرب الأرض جعل 
العلماء يخشون المخاطر التي قد يتسببها اقتراب المذنبات 
من الأرض. وكان العالم الفلكي هالي قد رأى المذنب عام 

1682 وتوقع عودته إلى الظهور بعد 76 سنة (فترة هذا 
76). صدق توقعه إذ عاد هالي فعلاً عام 1759  = المذنب 

(لذلك سمي المذنب باسمه).

مقدمة الوحدة
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مشروع الوحدة

يهدف هذا المشروع إلى وضع رسم هندسي لقطع مكافئ 
باستخدام التعريف حول تساوي البعدين عن نقطة ثابتة 
ومستقيم ثابت، وهو يساعد على تركيز مفهوم القطع 
المكافئ مما يسمح للطالب بالتعامل بمرونة مع حل 

المسائل المرتبطة؛ خاصة وأن التقنيات الحديثة مع آلة 
حاسبة وحاسوب تسمح بسهولة برسم بيان قطع مكافئ، 
مما يحول دون استيعاب الطالب لفكرة تساوي البعدين 

وبعدها لثبوت مجموع (أو القيمة المطلقة لفرق) البعدين.

إجابات «أسئلة حول التطبيق»

تحقق من عمل الطلاب.  (a) - ( g )

قطع مخروطي، قطع مكافئ.  (h)

(i)  ينكمش المنحنى كلما كان موقع المضخة قريبًا من النهر 
ويتمدد المنحنى كلما كان موقع المضخة بعيدًا عن النهر.

( j )  أقرب نقطة إلى المضخة وحافة النهر هي S، رأس القطع 
المكافئ.

التقرير

اكتب تقريرًا مفصلاً تبينّ فيه عملك والحسابات التي 
قمت بها. دعمّ تقريرك بعرض مصدر باستخدام الحاسوب 

أو جهاز الإسقاط (Data Show). حيث تبينّ بوضوح 
.(i) إجابتك عن الفقرة

سلّم التقييم
الحسابات كلها صحيحة - الإنشاءات دقيقة - 

الشروحات واضحة وكاملة - الأفكار في التقرير 
واضحة ومتسلسلة.

4

الحسابات في معظمها صحيحة - أخطاء بسيطة 
في الإنشاءات - الشروحات واضحة - الأفكار 

في التقرير واضحة ومتسلسلة.

3

أخطاء متعددة في الحسابات - أخطاء متكررة 
في الإنشاءات - الشروحات غير واضحة - 

الأفكار في التقرير غير متسلسلة.

2

معظم عناصر هذا المشروع ناقصة أو غير 
موجودة.

1
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1-7:  القطوع المخروطية -القطع 
المكافئ

الأهداف  1

يتعرف القطوع المخروطية.• 

يتعرف القطوع المكافئة وخواصها.• 

يستخدم القطوع المكافئة في حلّ المسائل.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

القطوع المخروطية - قطع مكافئ - بؤرة - دليل - 
الراسم - المحور - السطح المخروطي - رأس القطع 

المكافئ.

الأدوات والوسائل  3

أوراق رسم بياني - مسطرة - آلة حاسبة علمية - 
.(Data Show) حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

y في كل حالة: ax2= اكتب معادلة منحنى على الصورة:   (1)

. ( , )A 2 8 يمر المنحنى بالنقطة   (a)  

. ( , )B 2 2- يمر المنحنى بالنقطة   (b)  

x في كل حالة: ay2= اكتب معادلة منحنى على الصورة:   (2)

. ( , )C 2 1 يمر المنحنى بالنقطة   (a)  

. ( , )D 1 2- يمر المنحنى بالنقطة   (b)  

التدريس  5

يشدّد المعلم على تعريف القطع المكافئ، ويدعم التعريف 
برسوم بيانية (الأشكال الأربعة للقطع المكافئ) كما ويبينّ 

على أحدها تساوي البعدين. يطلب إلى أحد الطلاب 
تحديد موقع البؤرة على القطع واستنتاج الدليل، ثم رأس 

القطع المكافئ. يمكن استخدام الحاسوب أو جهاز 
الإسقاط لتحديد بؤرة ودليل القطع المكافئ في كل حالاته 

.(x py42
= y والصورة  px42

= (الصورة 
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في المثال التوضيحي

استخدام قانون المسافة بين نقطتين والبعد بين نقطة 
ومستقيم لإيجاد معادلة القطوع المكافئة التي رأسها نقطة 

الأصل (0 ,0).

في المثال (1)

يساعد هذا المثال في تطبيق معادلة القطع المكافئ 
x لإيجاد معادلات قطوع مكافئة  py42

= y أو  px42
=

ضمن معطيات محددة.

في المثال (2)

يساعد هذا المثال في إيجاد بؤرة قطع مكافئ ودليله 

بمعلومية معادلته ثم وضع رسم تقريبي لهذا القطع.

في المثال (3)

x كخط تماثل لقطع مكافئ رأسه نقطة  axis- استخدام 

الأصل ويمر بنقطة محددة لإيجاد معادلته.

في المثال (4)

إيجاد معادلة قطع مكافئ باستخدام نقطتان يمر بهما 

وذلك لتحديد صورة المعادلة، ثم يوجدها.

في المثال (5)

إيجاد معادلة قطع مكافئ رأسه نقطة الأصل بمعلومية 
دليله. يهدف هذا المثال لتركيز مفهوم القطع المكافئ 
وخصائصه، كما يوضح العلاقة التي تربط بين معادلة 

الدليل وإحداثيات البؤرة.
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:
     

:
AB x x y y2 2
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:
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في المثالين (7) ,(6)

تطبيقات حياتية تبينّ كيفية استخدام القطوع المكافئة في 
الميكروفونات ومصابيح السيارات حيث التركيز على 

بؤرة القطع المكافئ.

في المثال (8)

حل تطبيقات حياتية (مثل الجسور) باستخدام معادلة 
وخصائص القطع المكافئ. أخبر الطلاب أن الأسلكة 

المعدنية بين الأعمدة على الجسور أو بين الأعمدة 

الكهربائية... غالباً ما تكون على شكل قطوع مكافئة.

الربط  6

تعتبر الأمثلة (8) ,(7) ,(6) أفضل دليل في ربط القطع 
المكافئ بالحياة اليومية. فاستخدام الميكروفونات رائج 
ا لالتقاط الأصوات. إضافة إلى المصابيح الأمامية في  جدًّ

السيارات والأسلاك المعدنية بين الأعمدة.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في معرفة إحداثيات البؤرة ومعادلة 
الدليل في معادلة القطع المكافئ وكيفية الربط بينهما.

اكتب على السبوّرة الجدول الذي يبينّ خواص القطع 
المكافئ واطلب إلى بعض الطلاب إيجاد البؤرة والدليل.

ساعد الطلاب على إيجاد الفرق بين أشكال القطوع 
y أو  xp42

= المكافئة عندما تكون المعادلة على الصورة 
x وبالتالي كيفية كتابة معادلة الدليل  py42

= على الصورة 
وإيجاد إحداثيات البؤرة.
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التقييم  8

راقب الطلاب وهم يعملون على فقرات «حاول أن تحل» 
وتحقق من فهمهم للقطع المكافئ ومن صحة حساباتهم 

في معرفة إحداثيات البؤرة والرأس ومعادلة الدليل.

اختبار سريع

1  أوجد البؤرة والدليل لقطع مكافئ معادلته: 

y x8
1 2

=

x y82
= x أي  py42

=   نضع المعادلة على الصورة: 

( , )F y0 2 2=-  

2  أوجد معادلة قطع مكافئ رأسه نقطة الأصل 

وبؤرته (0 ,3).

  محور السينات هو محور تماثل لذا تكون 
 p 3= y حيث  px42

= المعادلة على الصورة: 
y x122
= وتكون المعادلة 

3  أوجد معادلة قطع مكافئ رأسه نقطة الأصل ويمر 

axisy - ) وخط تماثله  , )A 2 4- بالنقطة 

 x py42
=   معادلة القطع المكافئ على الصورة: 

( , )A 2 4- ويمر بالنقطة 

y x2= - x أو  y2
= - p والمعادلة 

4
1

= -   فتكون 
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.      (1)       (2)    .   (16-18)  

(2) (1) 

a

x

y

1

1 2 3

3
4

4-1
-1

-2-3-4

-2
-3
-4

2

0

x 4
5

=

=x y32  (16)

b

x

y

-2-3

-1

1 2 3-1

y 1=
=x y42
-   (17)

c

-2-3 -1 1

1

2

2

3

3
4

x

y

,F 0 4
3` j

=y x52  (18)

d

-1-2-3 0 11

1

2 3

2
3

2

x

y

0F 4
5 ,` j

:
 1986   23 

     
    

   
.  

     
    
    

    
    .

    
    

    
     

.

y

1

-1
-1

-2

-2
-3

1

2

2

3

x

B

A

 

          

, , ,A B3
2 322

1 -a ^k h

:
 , , ,A B2
1
2
3

2 3
-a ^k h             a

  
y 42
= px           `

:   (A  ) B  ,x y^ h  

 ( ) ( )p3 4 22
+ =

 p p9 8 8
9

(= =

4pxy2 =  :  
 y x4 8

92
#=

 y x2
92

=

, , ,A B1 4 1 4-^ ^h h   ,0 0^ h       4

3x = -           
:

(  ) 3x = -  :     a
    

(x axis- ) .     `
     a

y px42
=         `

x p= -       
 3x p 3( == -

y px42
=  :  

 ( )3y x42
=

 12y x2
=

y 1=            5
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إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

مخروطي الشكل.  (a)

(b) OO'

( )'c )، قاعدة  )c M، قاعدة  الرأس   (c)

(d) DD'

M ويقطع  'BB كل مستقيم يمر بالنقطة   ،AA'   نعم 
الدائرتين هو راسم.

«حاول أن تحل»
1  (a) y x162

= -

 (b) x y82
=

2  (a) x y p 142 ` ==

البؤرة: (1 ,0)  

y 1=- معادلة الدليل:   

1

1 F

-1-3 2

2

3

3

x

y

4

4

 

 (b) 5y px5
4

2 ` = -= -

,
4
5 0-` j :البؤرة  

1

1

-1-3
F

-3

2
3

x

y  y
4
5

= معادلة الدليل:   

3  4 ( ) 4 ( )
4

px py p
1

1 12 2
(` = ==

x y2
= المعادلة:   
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       .      
     y x122

=         

:

x axis-    ,0 0^ h        

y 42 = px        
 y 122a = x

 p p4 12 3(= =

, ,pF F0 03^ ^h h  :

.     (  ) 3    

    (  ) 4         (7)   7

m180

m
3
3

m10

A B  
      .        
     m180       .  
    m3         m33

.     m10       .   
,0 0^ h       :

x y42 = p       

,x y2
180

90 33 3 30= = = - =B B   :  B  

( )90 4 302
#= p  :       

 .4 30
90

67 5
2

#
= =p

.x y4 67 52 #=   :   
x 2702 = y     
10 090 8- =    :   

(80) 2702 = y  :     
.23 7.y      

m.7 26.723 3+ =  :    

.     m10       m36     m220       (8)   8
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Applications Using Parabolas     

                

   

 

 .Paraboloid   

               
.            

.   ( )     

              
 .  

               
.     

.( )            

.           

 

.           

y x152 =  :           

.    (   )   

:

     ,0 0^ h        

 y 42a = px

 y 152 = x

 p4 15` =

 p 4
15

=

, ,pF F0 04
15

=^ bh l  :   

 ,F 04
15b l   (   )    

.          6

              
     x 122

= y  

107

4  4 1 4 (4) 6p px y p 1
12 2

(` = == -^ h

4
1

x y2
= المعادلة:   

5  1 1pp (- = =-

x y42
= - المعادلة:   

6  4 12 3 ; 0 ,3p p F(= = ^ h

F على بعد 3 وحدات من    يوضع المصباح في البؤرة 
رأس القطع المكافئ.

7  ; ;p p y x4 4 16 162
= = =

8  110 ; 3 3 3x y
2
220 6 3= = = =-B B

 4 ( ) 4 ( ) 91.p px y p110 33 62 2
(`= = =

.x y63662
= معادلة القطع المكافئ:   

 x 110 10 100= - =

 .y 27 3` .

الإحداثي السيني للدعامة.  

. . m27 3 3 30 3+ = طول الدعامة:    
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          1V V2    (b)    
        Q Q1 2   .      ( )
          .( )        

F2F1

a a
b

c cO

Q2

Q1

a b c2 2 2
= +

(b) 

 

 

V2V1

 .    

   V1          (b)  
     1V F1    F V2 2    V F V F+1 1 1 2   

.     2 1V F V F+2 2

    a2           
. c2     b2

     Q F1 1 Q F1 2  (b)     , ,ba c     
.c  OF

1
 b  OQ1  a2  

.    .c ba2 2 2
= -   a b c2 2 2 `= +

 :   ( , )M x y   ( , )F c 0
2

  ( , )F c 0-
1

         

MF MF a2+ =1 2  (1)  

( , )M x y

( , )F c 0-
1

( , )F c 0
2

x

y  a c2   ,a c0 0^ ^  
;y yMF x c MF x c2 2 2 2

= =+ ++ -1 2^ ^h h  
2 2 2 2y yMF MF x cx c x cx c2 2 2 2 2 2
- = + + - + - -+21  

4MF MF cx2 2
- =1 2  (2)  

( )( ) 4MF MF MF MF cx- + =1 2 1 2  a b a b a b2 2
+=- -^ ^h h

( )( ) 4MF MF cxa2- =1 2  

aMF MF cx2
- =1 2  (3)  

(1) , (3)  
MF MF a2+ =1 2  

2
aMF MF cx

- =1 2  

,MF a a
cx MF a a

cx
= + = -1 2  :
2

yMF x c 2 2
= ++1 ^ h   2MF cxa a

2
= +1 ` j   

x y ccx c a cx
a
x

2 22 2 2 2
2

2 2

+ + + = + +  :  

x c x y c
a

a2
2

2 2
2 2 2

- -+ =  

x y c
a

a c
a2

2

2 2
2 2 2-

-+ =
^ h       &       x y

a
b b2

2 2
2 2

+ =  :a c b2 2 2- =  

.       
a
x

b
y

12

2

2

2

+ =  :   b2   

110

7-2

 
• .   
•     

.

:  
• Ellipse   
• Two Foci  
•  

Minor Axis  
•  

Major Axis  
• Center   
• Vertices  

:
     

    
     

     
.

������� 	
�� ���

x

y

       a  1

      
x y
16 16 1
2 2

+ =  :     

         b  
.

          

        c  

x

y       a  2

          

    x y
16 9 1
2 2

+ =  :  

.  

.        b  

.          

  :

                
.     

      
  .       
   ,F F21      

. ,d d21    

        
              
   .             

.(a)    ,d d21     

 
Ellipse

(a) 

F1 F2

d
2d

1
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القطع الناقص  :7-2

الأهداف  1

يتعرف القطع الناقص وخواصه.• 

يستخدم القطع الناقص في حلّ المسائل.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

قطع ناقص - بؤرتين - المحور الأصغر - المحور 
الأكبر - نقطة المركز - رؤوس.

الأدوات والوسائل  3

أوراق رسم بياني - مسطرة - آلة حاسبة علمية - 
مسمار - خيط - حاسوب - جهاز إسقاط

.(Data Show)

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

+ =
a
x

b

y
12

2

2

2

اكتب كلاًّ مما يلي على الصورة:   (1)

 (a) + =x y4 9 362 2

 (b) + =x y2 182 2

اكتب معادلة دائرة مركزها نقطة الأصل في كل حالة:  (2)

=r نصف قطرها: 2  (a)  

=d قطرها: 1  (b)  
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7-2
 

Ellipse

  A 

 -  -    -   :         (1-4)  
.           -   

(1) 1=+
x y
8 62

2

2

2

 (2) 1=+
x y
4 62

2

2

2

(3) +x y3 5 225 02 2
- =  (4) =+x y4 28 02 2

-

:       (5-12)  

.B1 , 30 -^ h  B2 ,0 3^ h      F1 ,2 0-^ h  F2 ,02^ h  (5)

 ,F 3 01 ^ h     F1  F2      V1   V F V F 101 1 1 2+ =  (6)
. ,F 3 02 -^ h

.4     A1 ,0 5-^ h , A2 ,0 5^ h      (7)

.10     B1 ,0 4-^ h , B2 ,0 4^ h      (8)

. ,C 2 3^ h   ,F 5 0^ h      (9)

      ,A 6 01 -^ h  ,  ,A 062 ^ h      (10)
. ,B 0 41 -^ h

.6    ,F 5 01 ^ h , ,F 052 -^ h  (11)

.    6    10         (12)

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  ,9 0^ h ,9 0-^ h :  1=+
y

9 52

2

2

2
x  :       (1)

a  b  1=+
y

7 42

2

2

2
x  :        ,33 0^ h  (2)

a  b  units10   x y25 9 2252 2
+ =         (3)

a  b  ,3 0!^ h  1
2

=+
y

16 25

2x  :      (4)

a  b  8     1
2

=+
y

16 36

2x  :      (5)

:  ,0 0^ h       

0a b2 2 0a b2 2

x y
b a

12

2

2

2

+ =
a
x y

b
12

2

2

2

+ =

M

x

y

F2

F1

y c
a2

=

y
c
a2

= -

A2

B1 B2

A1

d1 d2

M

F2F1

A1 A2

B2

x c
a2

= - x c
a2

=

B1

x

y

 

       

, , ,A a A a0 02-1 ^ ^h h , , ,A a A a0 02-1 ^ ^h h   
 

a2
  

, 0 ,,B b B b 02-1 ^ ^h h , , ,B b B b0 02-1 ^ ^h h
  

b2
  

,, ,F c F c0 01 2-^ ^h h ,, ,F c F c0 01 2-^ ^h h

a b c2 2 2+=  

,c
a

c
ay y

2 2

= - = ,x x a
c
a

c
2 2

= - =  
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التدريس  5

يتم التركيز أوّلاً على تعريف القطع الناقص الذي مركزه 
(0 ,0) ومحوره الأكبر ينطبق على أحد المحورين. يمكن 
للمعلم الاستعانة بمسمارين وخيط، يثبتّ المسمارين على 
خشبة ويتدلى بينهما الخيط؛ بواسطة القلم يمكن أن يرسم 

.(a) بيان القطع الناقص كما في الشكل

لاحظ في القطع الناقص أن:

 2a وطول المحور الأكبر في القطع الناقص a b 02 2

وطول المحور الأصغر 2b، وغيرها من الخواص.

يربط المعلم بين خطي تماثل القطع الناقص ووجود بؤرتين 
ودليلين ورأس القطع وطرفي المحور الأصغر.

يستحسن التكلم عن الحالة الخاصة الممثلة بالدائرة، 
a أو عندما يكون المستوى القاطع  b= عندما يكون 

ًّا على المحور. للقطع عمودي

يشدّد المعلم على أهمية معرفة الطلاب لخواص القطع 
الناقص.

في المثال التوضيحي

استخدام التعريف الهندسي للقطع الناقص: 
MF لإيجاد معادلة القطع الناقص وكتابة  MF a2+ =1 2

a. سوف تستخدم هذه  b c2 2 2
= + العلاقة الأساسية 

المعادلة مع العلاقة الأساسية في بعض الأمثلة.

في المثال (1)

إيجاد رأسي القطع، وطرفي المحور الأصغر، ومعادلتي 
الدليلين، وطولي المحورين، وإحداثيات البؤرتين 

باستخدام معادلة القطع الناقص ثم وضع رسم تقريبي له.

ألفت انتباه الطلاب في هذا المثال إلى معادلة القطع 
، وبالتالي المحور 

a
x

b
y

12

2

2

2

+ = الناقص على الصورة 
الأكبر ينطبق على محور السينات والمحور الأصغر ينطبق 

على محور الصادات.
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.       4    , , ,F F0 3 0 31 2-^ ^h h :      
:

b a
x y

12 2

2 2

+ =          
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x y
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.  
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 x y25 16 4002 2
+ =

 x y
400
25

400
16
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4002 2

+ =  400    

 x y
16 25 1
2 2

+ =     

 b b16 42
(= =

 a a25 52
(= =

c a b2 2 2a = -  
 c 25 162` = -

 c c9 32
(= =

, , ,F F0 3 0 32-1 ^ ^h h  :    
, , ,B B0 5 0 52-1 ^ ^h h  :    

a2 2 5 10#= =  :  a2     

x y4 162 2
+ =  :           3
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:     x y
16 10 1
2 2

+ =  :  

.      a

.  b

.    c

.          d

:

a
x

b
y

12

2

2

2

+ =  :     a

:       

      a a16 42
(= =

      b b10 102
(= =

      

, , ,A A4 0 4 021 -^ ^h h  :     

, , ,B B0 10 0 1021 -^ ^h h  :     

c a b2 2 2
= -  b

c 16 102
= -  

6=  

6c =   

, , ,F F6 0 6 021 -^ ^h h  :   

 :   ,x c
a

x c
a2 2

= - =   :   c

x1-1
-1
-2
-3
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1
2

3

2 3 4 5

y

A
1

B
2

B
1

F
1

F
2 A2

d
1

d
2       x

6
16

3
8 6

=
-

=
-  x

6
16

3
8 6

= =  

8 2:a a2 2 4#= =      d

2:b b2 2 10=          

:     x y
4 9 1
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+ =  :   1

.      a  

.  b  

.    c  

.          d  
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في المثال (2)

يوضّح هذا المثال كيفية إيجاد معادلة القطع الناقص 
بمعلومية بؤرتيه وطول محوره الأصغر. إن رسم شكل 

تقريبي للقطع يساعد على تركيز مفهوم القطع وخواصه 
لدى الطالب. ألفت انتباه الطلاب إلى المعادلة التي على 

، وبالتالي المحور الأكبر ينطبق 
b
x

a
y

12

2

2

2

+ = الصورة 
على محور الصادات والمحور الأصغر ينطبق على محور 

السينات.

في المثال (3)

يحول الطالب في هذا المثال المعادلة إلى الصورة: 

a2, b2، وباستخدام  . وبالمقارنة يوجد 
a
x

b
y

12

2

2

2

+ =

c2، والمعروف  a يوجد قيمة  b c2 2 2
= + العلاقة الأساسية 

أن قيم a, b, c تساعد على إيجاد إحداثيات البؤرتين 
والرأسين وطول المحور الأكبر وطول المحور الأصغر.

في المثال (4)

في هذا المثال يستخدم الطلاب خصائص القطع الناقص. 
من طول المحور الأكبر يتم استنتاج قيمة a ومن المسافة 
بين البؤرتين يتم استنتاج قيمة c، ثم من العلاقة الأساسية 

b2، وبالتالي يمكن  a يتم الحصول على قيمة  b c2 2 2
= +

كتابة معادلة القطع الناقص.

في المثال (5)

في هذا المثال يتعامل الطلاب مع إحداثيات بؤرة، 
فيتعرفون على قيمة c ويستنتجون أن المحور الأكبر ينطبق 

على محور السينات، ويستخدمون مرور القطع الناقص 
بنقطة محددة ليستنتجوا علاقة تساعدهم على إيجاد 
a, فيمكن عندها كتابة معادلة القطع الناقص. b2 2

في الأمثلة (8) ,(7) ,(6)

تعتبر هذه الأمثلة من التطبيقات الحياتية المهمة لاستخدام 
معادلة القطع الناقص وخواصه في مجالات متعددة مثل 

الطب، ودوران الكواكب حول الشمس باعتبارها إحدى 
بؤرتي قطع ناقص.
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.        (6-12)  
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12
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الربط  6

يبينّ المثال (6) كيفية الاستفادة من خصائص البؤرة في 
عمل جهاز تفتيت الحصى، ويبينّ المثال (7) كيفية متابعة 

الأصوات في أبنية بيضاوية الشكل. كما يبين المثال (8) 
مدارات الكواكب حول الشمس وهي قطوع ناقصة.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في الربط بين المحور الأكبر 
وإحداثيات البؤرتين. يمكن رسم عدة أشكال تبين الترابط 

بينهما. يشير المعلم إلى العلاقة بين قيمتي a, b واختيار 
المحور الأكبر الذي تقع عليه البؤرتان.

يتحقق المعلم من تمكن الطلاب من إيجاد معادلة القطع 
الناقص دون أخطاء حسابية.

a2 وb2 لمعرفة شكل القطع  ساعدهم على تحديد 
الناقص وتحديد المحور الأكبر والمحور الأصغر وبالتالي 

البؤرتين.

التقييم  8

راقب الطلاب وهم يعملون على فقرات «حاول أن تحل». 
تحقق من تمكنهم من خواص القطع الناقص ومن صحة 

حساباتهم.

اختبار سريع

1 أوجد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه:

, وطول محوره الأكبر 10. ,,F F4 0 4 01 2-^ ^h h  
yx

25 9 1
2 2

+ =  

، أوجد  x y
144 81

1
2 2

+ = 2  من معادلة القطع الناقص: 

إحداثيات نقطتي طرفي كل من المحور الأكبر 
والمحور الأصغر ومركز القطع وإحداثيات بؤريته.

المركز (0 ,0)  

 , ; ,A A12 0 12 01 2-^ ^h h

 , , ,B B0 9 0 91 2-^ ^h h

 , , ,F F63 0 63 0- 21^ ^h h
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      (1)       (2)    .   (13-15)  
.

(2) (1) 

a

2

2

3

1

1-1-1-2

-2

-3 x

y x y16 12
2

+ =  (13)

b

2 3 41

1

-1-1
-2-3-4 x

y
x

y
9 12

+ =
2

 (14)

c

1

3
2
1

-2
-3

-1-1 x

y
1=x y

4 16

2

+
2

 (15)

d

x

y

1

3

2

2
1

-2
-1
-2
-3

-1

 a 2
9 172 =
+  :  (1)  b2   

 1
x y

2
9 17

2
1 17

2 2

+ =
+ +

 :    

 1
x y

9 17
2

1 17

22 2

+ =
+ +

.    (5)     a   5

. ,A 2 2 6^ h   cm10           b  

Applications Using Ellipses     

.                   

.              
 
 

              

            
    .           

        .     
          (UHF)  

.     

  ( , ) , ( , )A A6 0 6 0-1 2              
.     , .B 0 2 5-1 ^ h    

:

 ( , )0 0   , .a b6 2 5= =  :     

c a b2 2 2= -     

 c a b2 2
= -

 .6 2 52 2
= -

 .5 454.

. , , . ,F F5 45 0 5 45 01 - 2^ ^h h    

115

، أوجد  x y
1

25 81

2 2

+ = 3  من معادلة القطع الناقص: 

إحداثيات نقطتي طرفي المحور الأكبر والمحور 
الأصغر وإحداثيات بؤريته.

 , ; ,A A0 9 0 91 2-^ ^h h

 , , ,B B5 0 5 01 2-^ ^h h

 , , ,F F0 56 0 56-1 2^ ^h h

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

1  (a) , , , , , , ,4 0 4 0 0 4 0 4- -^ ^ ^ ^h h h h

إجابة ممكنة:  (b)  

, , , , , ,,2 2 3 2 2 3 2 2 3 2 2 3- - - -^ ^ ^ ^h h h h

 (c) (0, 0)

2  (a) , , , , , , ,4 0 4 0 0 3 0 3- -^ ^ ^ ^h h h h

(b)  راجع عمل الطلاب. قطع ناقص يمس الدائرة   
. , , ,4 0 4 0-^ ^h h :في النقطتين

«حاول أن تحل»

y

x

3

2-2

-3

 1

رأسا القطع الناقص هما:  (a)  

, , ,A A0 3 0 3-1 2^ ^h h   

طرفا المحور الأصغر هما:   

, , ,B B0 2 02-1 2^ ^h h   

, , ,F F0 5 0 51 2-^ ^h h :البؤرتين  (b)  

,y y
5
9 5

5
9 5

= - = معادلة الدليلين:   (c)  

طول المحور الأكبر 6، طول المحور الأصغر 4.  (d)  
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 . km1 52 108#          .   

. km1 48 108#     

     
:

       a
1.52 108#    

1.52 10a2 8` #=  
 . 10 76 10a 0 76 8 6

# #= =

1.48 10b2 8` #=  1.48 108#     
 0.7 10 7 10b 4 48 6

# #= =

c a b2 2 2= -  :  
 76 10 74 10 10 5776 5476c2 6 2 1226# #= = --^ ^ ^h h h

 10 . 10c300 17 312 6
(# #.=

 .c2 34 6 106#.

. 10 km34 6 6
#         

.            (8)       8

117

               6

.    , .B 0 3 51 ^ h        . , , ,A A8 0 8 01 - 2^ ^h h  

 

             
       .       

. m46  m98       
              

 

:

       a

             `
98m           
a2 98` =  

 a 49=

b2 46` =   46m    
 b 23=

c a b2 2 2
= -     

( ) ( )c 49 232 2 2
= -    :  

 c 18722
=

 .c 43 267.

.c2 86 5.   :    
86. m5   

.     86. m5        

. 6m3   m78          7
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, , ,A A0 03 3-1 2^ ^h h :رأسا القطع الناقص هما  2

 b a c 9 4 52 2 2
= - = - =

y

x-3 3

5

5-

   

x y
5 19

2 2

+ = ∴  معادلة القطع الناقص هي:   

3  x y x y4 16 16 14
2 2

2 2

(+ = + =

 , ,a b c4 2 2 3= = =

,, ,F F2 3 0 2 3 0-1 2^ ^h h :البؤرتان  

, , ,A A0 4 04-1 2^ ^h h :الرأسان  

طول المحور الأكبر 8.  

4  ;a a c c2 16 8 2 10 5( (= = = =

 b a c b 392 2 2 2
(= - =

x y 139 64

2 2

+ = ∴  معادلة القطع الناقص هي:    

تحقق من عمل الطلاب.  (a)  5

 (b) b
a

a
25
4 24 1

7
200252

2
2

( (= + = =

  x y
25

7
200 1

2 2

( + =

  x y
25 200

7 1
2 2

( + =

6  ..c 8 51 753 5= - =
2 2 2

 ,F F( . , . ,51 75 0 51 75 0-1 2
^ ^h h

7  .c c 34 639 18 11972 2 2
( .= - =

m.69 2 إذًا المسافة هي حوالى   

8  x y
5776 10 5476 10
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2

2

2

1# #
+ =
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7-3
 

Hyperbola

  A 

     -  -   :         (1-2)  
.           -     - 

(1) 1=-
y x
25 16

2 2

(2) x y24 12 192 02 2
- - =

    ( , ) , ( , )A A3 30 0-1 2   ,F 05-1 ^ h        (3)
.        

     ,F 50 -1
^ h   (0 , 0)       (4)

. =y x2

.( , )1 1    ,A 3
2
02 a k           (5)

   ( , ) , ( , )A B2 1 4 3            (6)
.    

 . ( , )B 150 0-         ( , )A 150 0        (7)
             ( , )P x y     

units/s50       

  B 

.     b       a   (1-4)  

a  b  .     x y 42 2
- =  (1)

a  b  .   x y 122 2
- =        (2)

a  b  . , 30 -^ h , ,0 3^ h :  -
y x

19 18 =
2 2

       (3)

 x y25 1
2

2
- =          (4)

a  b  . ,B 1 01 ^ h , ,B 012 -^ h :

7-3

������� 	
�� ���y

xF2 F1

P1

 :     

x y9 16 1442 2
- =

a
x

b
y

12

2

2

2

- =  :     a

 .    ,P 5 4
9

1 a k     b

( , ) , ( , )F F5 0 5 0-1 2      P1    c

P F P F-1 1 1 2  :  d

, , ( , )P P5 044
9

-2 3` j  :   b  , c    e

  f

  :

                
.        

     ,F F1 2        (a)  
       .(    ) ,d d1 2  
     .     ,L L1 2   ( )
             

.          ( )

x

y

d1

( , )F c 02( , )F c 0-1

( , )P x y

d2

  

  

L1L2

 (a) 

 
Hyperbola

 
• .  
• .   

:  
• Hyperbola   
•  

Asymptotes  
• Vertices  

:
  

M

H
c

d

y

x

      d
 0MH$    c
  M    

.c    

:  
    

:    
   Menu  

.   Conics
Select Equation  
X A Y K K2
= - +^ h  

X AY BY C2
= + +  

Y A X H K2
= - +^ h  

Y AX BX C2
= + +  

X H Y H R2 2 2
- + - =^ ^h h

0AX AY BX CY D2 2
+ + + + =

1
A

X H

B

Y H
2

2

2

2

=
-

+
-^ ^h h

1
A

X H

B

Y H
2

2

2

2

=
-

-
-^ ^h h

1
B

Y H

A

X H
2

2

2

2

=
-

-
-^ ^h h

   .  
 .   
  =     

    
.  

118

القطع الزائد  :7-3

الأهداف  1

يتعرف القطع الزائد وخواصه.• 

يستخدم القطع الزائد في حل المسائل.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

قطع زائد - خطوط مقاربة - رؤوس - المحور القاطع - 
المحور المرافق.

الأدوات والوسائل  3

أوراق رسم بياني - آلة حاسبة علمية - حاسوب - 
.(Data Show) جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

a
x

b

y
12

2

2

2

- = اكتب كلاًّ مما يلي على الصورة:   (1)

 (a) x y8 4 242 2
- =

 (b) y x6 362 2
- = -

لتكن معادلة منحنى على الصورة:  (2)

 : ,mx ny m n m n0 02 2 ! !- = ^ h

, , ,A B4 0 0 3-^ ^h h  :ويمر بالنقطتين  

فأوجد m, n ثم بينّ أنها معادلة قطع ناقص.  
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.        (5-11)  

:  4    ,0 3!^ h      (5)

 a  1=-
x y
4 5

2 2

 b  1=-
y x
5 4

22

 c  1=-
y x
4 5

22

 d  1=-
x y
5 4

2 2

:        1=-
x y
5 3

2 2

      (6)

 a  ,2 2 5
3a k b  ,3

5
2a k

 c  ,2 5
3
2a k d  ,3

5
2 5
3a k

:  ,6 0!^ h           (7)

 a  =y x 362
-2  b  1=-

y x
36 49

22

 c  1=-
x y
25 36

22

 d  1=-
x y

436

2 2

:    y x2550 100 02 2
- - =  :        (8)

 a  6  b  62

 c  6 d  2 2

: ,0 4!^ h           (9)

 a  =y x 162
-2  b  2 =y x4 16 64-

2

 c  1=-
x y
25 61

22

 d  1=-
y x
16 9

2 2

:     1=-
x y
25 49

22

 :       (10)

 a  ,7 0!^ h b  ,5 0!^ h

 c  ,0 5!^ h d     

:  =-
x y
8 32 2

22

 :      (11)

 a  =y x2!  b  =y x2
1

!

 c  =y x4!  d  =y x14!

         (b)  
  c         
.           

  2a        
   2b    A A1 2^ h    

:      B B1 2^ h  

c a b2 2 2
= +

,c a c b2 2  :  

.     ,a b        
.      

 :   ( , )M x y   ( , )F c 0-
2

  ( , )F c 0
1

      
ac 2   ,a c0 0^ ^  MF MF a2- =1 2  

2aMF MF- =2 1   MF MF a2- =1 2  
MF MF a2- =1 2   MF MF21 2  :     

( ),M x y

y

x( , )F c 01( , )F c 02 -

 
y

y

MF x c

MF x c

2 2

2 2

=

= +

+

+

-1

2

^

^

h

h
 

2 2 2 2y yMF MF x cx c x cx c2 2 2 2 2 2
- = - + - - - -+1 2

4MF MF cx2 2
- = -1 2   
( )( ) 4MF MF MF MF cx- + = -1 2 1 2   :

( )( )2 4a MF MF cx+ = -1 2  :
2
aMF MF cx

+ = -1 2  

2

MF MF a
cx

MF MF a

2
+ = -

- =

1

1

2

2

*   :  

,MF a a
cx MF a a

cx
= - = - -1 2    :  

 2
yMF a a

cx x c
2 2 2

= - = - +1 ` ^j h   
c x x ya cx
a

cx c2 22
2

2 2
2 2 2

- -+ = + +  

c x x y
a

c a2

2 2
2 2 2 2

- - -=  

x y
a

c a
c a2

2

2 2
2 2 2-

- -=
^ h  ac b2 2 2- =  

x b y
a

b2

2 2
2 2

- =  

     
a
x

b
y

12

2

2

2

- =  :   b2   

( , )A a 01 -

( , )B b02 -

( , )F c 01 -

( , )A a 02

( , )cF 02

( , )B b0
1

 
 

y

x

(b) 
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التدريس  5

قم بالتركيز أولاً على تعريف القطع الزائد ثم بينّ للطلاب 
نقاط التشابه والاختلاف بين معادلتي القطع الزائد والقطع 

الناقص. ذكرهم أن القطع الزائد هو الوحيد بين القطوع 
المخروطية الذي له خطين مقاربين. اسأل الطلاب عن 
كيفية الاستفادة من الخطين المقاربين لرسم بيان قطع 

زائد. استخدم الحاسوب أو جهاز الإسقاط أو الرسم على 
السبورة لعرض الرسم البياني لكل من القطعين الزائدين 

- واعرض بالقرب من كل  =
b

y

a
x

12

2

2

2

 ، - =
a
x

b

y
12

2

2

2

رسم بياني خواصه للمقارنة.

اعرض على الطلاب القطع الزائد بحالته الخاصة الذي 
- وناقش معهم خواصه. اسألهم  =

a
x

a

y
12

2

2

2

معادلته: 
عن خطوطه المقاربة. بينّ لهم أن الخطين المقاربين هما 

.y x!= متعامدان ومعادلتهما 
اسأل الطلاب: ما قياس الزاوية التي يصنعها كل منهما مع 

المحور السيني؟

في المثال التوضيحي

يوضّح هذا المثال كيفية استخدام الخاصية: 
MF لكتابة معادلة قطع زائد. MF a2- =1 2

فسّر للطلاب أن معادلة القطع الزائد التي حصلنا عليها 
 ،MF MF a2- =2 1 يمكن أيضًا الحصول عليها إذا أخذنا 
MF MF22 F2 هما بؤرتا القطع الزائد و1  ،F1 علمًا أن

في المثال (1)

يوضّح هذا المثال كيفية استخدام معادلة القطع الزائد 
لإيجاد خواصه، حيث يتم إيجاد إحداثيات الرأسين، 

وإحداثيات البؤرتين، ومعادلتي الدليلين وطول كل من 
المحورين ومعادلتي الخطين المقاربين. أشر إلى طريقة 

رسم القطع الزائد.

في المثال (2)

يهدف هذا المثال إلى إيجاد معادلة القطع الزائد ومعادلة 
كلّ من خطيه المقاربين بمعلومية بؤرتيه ورأسيه. إن وضع 

مخطط لرسمه البياني يسمح للطلاب بالمقارنة بين خواص 
القطع الزائد وما يرونه في الشكل المرسوم. أشر إلى 

الطريقة الأخرى لرسم القطع الزائد.
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      (1)       (2)    .   (12-14)  
.

(2) (1) 

a

1
2
3

3 51-1-3
-2

-5 x

y
- 1=x y

25 16

22

 (12)

b

4

2
4
6

62-2
-2

-4-6

-4

x

y - =y x3 222  (13)

c

10

5

5
-5-5-10 x

y =x y1
22 022

- -  (14)

d

1
2

4
3

3 51-1-3
-2
-3

-5

-4

x

y

:        

ba
y x

12

2

2

2

- =
a
x

b
y

12

2

2

2

- =

y

b
a x

=

y
b a
x

-

=

y

x

F2

A1

A2

F1

B1 B2

y

a
b x

=

y
a b
x

-

=

y

xA2A1F1 F2

B1

B2

 

, , ,A a A a0 02-1 ^ ^h h , , ,A a A a0 02-1 ^ ^h h   
 

      
  

( )

2a
  

, 0 ,,B b B b 02-1 ^ ^h h , , ,B b B b0 02-1 ^ ^h h
  

2b
  

, , ,F c F c0 0-1 2^ ^h h , , ,F c F c0 0-1 2^ ^h h

c a b2 2 2
= +  

y xb
a

!= xy a
b

!=
  

y c
a2

!= x c
a2

!=  

    

120

في المثال (3)

يوضّح هذا المثال كيفية استخدام إحدى بؤرتي القطع 
الزائد ومعادلة أحد خطيه المقاربين لكتابة معادلته.

في المثال (4)

يوضّح هذا المثال كيفية استخدام أحد رأسي القطع الزائد 
ونقطة يمر بها لإيجاد معادلته.

في المثالين (6) ,(5)

يعتبر هذين المثالين من التطبيقات الحياتية، لأنهما 
يوضحان كيفية إيجاد مسار مركبة فضائية وتأثير جاذبية 

الكواكب على مسارها ووضع معادلة، مما يسمح 
باستخلاص النتائج. ينصح هنا باستخدام الآلة الحاسبة.

ألفت انتباه الطلاب إلى تأثير جاذبية الكواكب في تغيير 
مسار مركبة فضائية من خط مستقيم إلى قطع زائد.

الربط  6

يشكل المثالان (6) ,(5) ترابطاً مهمًا مع مسارات 
المركبات الفضائية. اطُلب إلى الطلاب البحث عن 

مسارات بعض المراكب الفضائية على صورة قطع زائد 
وإيجاد معادلاتها.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في استخدام خواص القطع الزائد وما 
إذا كان المحور القاطع منطبقًا على محور السينات أم 

منطبقًا على محور الصادات.

شدّد على الدقة في الحسابات لمنع الأخطاء وشدّد أيضًا 
على التمييز بين خواص القطع الزائد في كلتا الحالتين.

قد لا يفرق الطالب بين العلاقة الأساسية لكل من القطع 
الزائد والقطع الناقص وضّح لهم الفرق.

التقييم  8

راقب الطلاب وهم يعملون على فقرات «حاول أن تحل» 
لتتحقق من تمكنهم من المفاهيم الواردة في الدرس والدقة 

في الحسابات.
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:     x y9 16 1442 2
- =  :

.    a

.  b
.    c

.     d

.           e

:

x y9 16 1442 2
- =   a

x y
144
9

144
16

144
1442 2

- =  144     

x y
16 9 1
2 2

- =  

a
x

b
y

12

2

2

2

- =  :    

:      
a a16 42

(= =

b b9 32
(= =

, , ,A A4 0 4 02-1 ^ ^h h  :     

c a b2 2 2
= +  :     b

c 16 9 252
= + =  :  
c 5=  

, , ,F F5 0 5 02-1 ^ ^h h   :  

x c
a2

=  , x c
a2

-=  :     c

5
16x =  , 5

16x -=  

a2 2 4 8#= =  :    d

b2 2 3 6#= =  :    

4 5 x

y
3

3

1

1-1

-2

-2

-3

-3
-1

-4-5

2

2

y

x4
3

=
-

F1 F2A1 A2

y

x
4
3
=

 y a
b x!=  :      e

y x4
3

!=  
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اختبار سريع

1 (a)  وضح أن الرسم البياني للمعادلة :

x هو قطع زائد. y9 4 362 2
- =

x معادلة قطع زائد y
4 9

1
2 2

- =   

(b)  أوجد مركزه ونقطتي طرفي المحور   
القاطع وبؤرتيه.  المركز: (0 ,0)

نقطتا طرفا المحور القاطع:   

( , ) , ( , )A A2 0 2 0-1 2   

, , ,F F13 0 13 0-1 2
^ ^h h :البؤرتان   

(c) أوجد معادلتي الخطين المقاربين.  

y x2
3
!=   

2  أوجد معادلة قطع زائد مركزه نقطة الأصل

) ومعادلة أحد  , )F 0 5 (0 ,0) وإحدى بؤرتيه 

y x
2 2

17
= خطيه المقاربين: 

,,c b
a a

b
a b5

2 2

17

2 2

17
8
172

2

(= = = =

( ) b b b5 8
17 25 8

252 2
2 2

(= + = ولكن:        

 ,b a8 172 2
= =

y لأن  x
8 17 1
2 2

- =   فتكون معادلة القطع الزائد: 
المحور القاطع ينطبق على محور الصادات.

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

 (a) x y
16 9

1
2 2

- =

 (b) 
16
5

9

9

16
25

16
9

16
16 142

2

- = - = =
` j

 (c) .P F
4
9 2 25
2

= =1 1 ` j

  .P F 10
4
9 10 252

2
2

= + =1 ` j

 (d) P F P F 8- =1 1 1 2

تحقق من عمل الطلاب.  (e)  
PF ثابتة. PF-1 2 قيمة   (f)  
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b
a

5
3

` =  

ba 5
3

` =  

b b34 5
3 2

2
= +a k   :(1)     

9b b34 25

2
2

= +  

850 9b b252 2
= +  

 b 34
8502

=

 b b 5252
(= =

a
b
5
3

=  :  a  

3a
5
5
3 #

==  
2 2y x
9 25 1- =  :    

y x5
4

=      ,F 41 0^ h        3

. ,5 2-^ h   ,4 0-^ h   ,0 0^ h      
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«حاول أن تحل»
y x
25 9

1
2 2
- = المعادلة:   1

 (a) , , ,A A0 5 0 52-1 ^ ^h h

 (b) , , ,F F0 34 0 34-1 2
^ ^h h

 (c) y
34

25
!=

 (d) 10, 6

 (e) y x3
5

!=

2

2-2
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4
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6 x

y
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2  ,x y y x
4 12

1 3
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= -    b2   

.b 492 788 2 332 9562 2 2
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3  c 41=

 ,
a
b b a
5
4

5
4
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 a a
5
4 412

2
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 x y
25 16

1
2 2

- = المعادلة: 
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4
5

16
25
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3 1 1
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 y x

16
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2
- = المعادلة: 

محوره القاطع ينطبق على محور الصادات.  

5  x y
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الاختلاف المركزي  :7-4

الأهداف  1

يتعرف الاختلاف المركزي والدليل.• 

يستخدم الاختلاف المركزي والدليل في حل • 
المسائل.

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

اختلاف مركزي - دليل.

الأدوات والوسائل  3

أوراق رسم بياني - آلة حاسبة علمية - حاسوب - 
.(Data Show) جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

( , ) , ( , )B A4 5 2 3 أوجد المسافة بين النقطتين   (a)

:x d1= A, والمستقيم  2 3^ h أوجد البعد بين النقطة  (b)
AB

d والمستقيم A البعد بين النقطة
أوجد النسبة =   (c)

التدريس  5

تمكنا في البنود السابقة من تعريف القطوع المخروطية 
الثلاث (القطع المكافئ والقطع الناقص والقطع الزائد) 

واستخدمنا هذه التعريفات في حل مسائل وإيجاد رؤوس 
القطع وبؤرته (أو بؤرتيه). سنتعرف في هذا البند على 

تعريف جديد للقطوع المخروطية باستخدام نسبة مسافة 
النقاط في المستوى الإحداثي من نقطة ثابتة (البؤرة) إلى 
بعدها عن مستقيم ثابت (الدليل). وسوف نرى من خلال 
هذا التعريف أن القطوع المخروطية تشكل عائلة مترابطة 

مع بعضها بواسطة هذه النسبة.

هذه النسبة تساوي مقدارًا ثابتاً يسمى الاختلاف المركزي 
.e للقطع المخروطي ويرمز إليه بالرمز

(d) F

MH
(الدليل)

(البؤرة)

 MH
MF

e=  

e a
c

=  

e فهذا لا يعني بالضرورة  5
3

=a k أكد على أنه إذا كانت
 .a 5=  ،c 3= أن 
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 e a
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a =
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` =

 2c a=  (2)

(1) , (2)  
 2a a2

=

 2 0a a - =^ h
 0a` =            2a =

 e a 2` = =

    2)(c 42
= =

 a bc2 2 2a = +

 a bc2 2 2a = +

 b b4 1216 2 2
(= + =

a
x

b

y
12

2

2

2

- =  :      a  

  x y
12

1
4

2 2

- =

          1

( , )F 1 0-   e 1=^ h   a  

,F 4 2 0-^ h   e
5
4

=` j   b  

x
3
1

=     e 3=^ h   c  
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.          

,F 2
1
0a k :  e 1=^ h   a

,F 2 0^ h :   e 2
1

=a k   b

x 1=  :    e 2=^ h   c

:

e 1 a=  a

      `  

, ,Fp 2
1

2
1
0= a k  

     

       y px42` =

 x4 2
1

= a k
 y x22

=  :  

,e
2
1

2
1 1a 1=     b

      `  

,F 2 0^ h     a  

           `  

c 2=   ,F 2 0^ h   

e c
a

a =     

a2
1 2` =     

a 4=      

:    c a b

b

b

b

2 4

16 4

12

2 2 2

2 2 2

2

2

= -

= -

= -

=

x y
16 12

1
2 2

+ =  :    

,e 2 2 1a 2=  c

      `  

x 1=       a  

(0, 0)      ( )     `  
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يعرف القطع المخروطي بالثلاثية (البؤرة، الدليل، 
الاختلاف المركزي) ومنها يمكن إيجاد كل خصائص 

.e القطع المخروطي كما يحدد نوع القطع بمعلومية

قطع ناقصقطع زائد
10

قطع 
مكافئ

e 1=

e 12e0 11 1

في المثال (1)

يبينّ هذا المثال كيفية استخدام الاختلاف المركزي وبؤرة 
(أو إحدى البؤرتين) أو اختلاف المركزي ومعادلة دليله 

لإيجاد معادلة القطع المكافئ. يتعرف الطالب شكل القطع 
المخروطي من خلال قيمة الاختلاف المركزي.

في المثال (2)

يوضّح هذا المثال كيفية إيجاد الاختلاف المركزي 
 e

a
c

= بمعلومية معادلة القطع وذلك بتطبيق القاعدة 
في القطع الناقص وفي القطع الزائد مع العلاقة الأساسية 
c (قطع زائد). a b22 2= + c (قطع ناقص)،  a b22 2= -

في المثال (3)

يوضّح هذا المثال كيف أنه من خلال معرفة الاختلاف 
المركزي وطول أحد المحورين نستطيع حساب طول 

e والعلاقة 
a
c

= المحور الآخر وذلك باستخدام القاعدة 
الأساسية في كل من القطع الناقص والقطع الزائد.

في المثال (4)

يعتبر هذا المثال تطبيق حياتي لمدارات الأقمار 
الاصطناعية حول الأرض وهي مدارات بيضاوية الشكل، 

كما يوضّح كيفية إيجاد معادلة أحد هذه المدارات 
بمعلومية الاختلاف المركزي وإحدى بؤرتي القطع ويتم 

فيه تحديد أطول وأقصر بعُد لأي قمر اصطناعي عن سطح 
الأرض.

الربط  6

يعتبر المثال (4) تطبيق حياتي، حيث يتم استخدام 
الاختلاف المركزي لدراسة مدارات الأقمار الاصطناعية.
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Eccentricity
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أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ بعض الطلاب فيعتبرون أن الاختلاف المركزي 
يساوي نسبة البعد عن مستقيم ثابت إلى المسافة من نقطة 

e MH
MF

= ثابتة. شدّد إلى أن: 

أشر إلى ضرورة الانتباه والدقة في حساب المسافة عن 
نقطة والبعد عن المستقيم دون أخطاء.

قد يخطئ بعض الطلاب في تحديد نوع القطع بمعلومية 
الاختلاف المركزي.

التقييم  8

راقب الطلاب وهم يعملون على فقرات «حاول أن تحل» 
لتتحقق من تمكنهم من مفهومي الاختلاف المركزي 

والدليل والدقة في الحسابات.

اختبار سريع

1  أوجد معادلة القطع المخروطي الذي بؤرته 

x واختلافه  2=- ) ومعادلة دليله  , )F 2 0

.e 1= المركزي: 

  القطع المخروطي هو قطع مكافئ محور تماثله 
هو محور السينات ورأسه نقطة الأصل.

y x82
= لذا معادلته:   

2  أوجد الاختلاف المركزي للقطع الناقص الذي 

x y 19 5

2 2

+ = معادلته: 

; , ,a a c a b c9 3 9 5 4 22 2 2 2-= = = = - = =

e
a
c 2
3

= = فتكون:   

3  أوجد معادلة قطع زائد اختلافه المركزي: 

e، مركزه نقطة الأصل (0 ,0) وإحدى  2
10

=

. ( , )F 5 0 بؤرتيه: 

 c aa a2
10 5

2
10

10( (= = =

 b 25 10 152
= - =

  x y
10 15 1
2 2

- = المعادلة: 
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إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

1 تحقق من عمل الطلاب.  - 2

MH ثابت.
MF  3

«حاول أن تحل»

e قطع مكافئ. محور السينات هو محور  1=   (a)  1

التماثل.

y x42
=-   

e قطع ناقص. والمحور الأكبر ينطبق على  11   (b)  

c 4 2= a حيث 
c
5
4

= المحور السيني 

x y 150 18

2 2

+ =   

e قطع زائد. والمحور القاطع ينطبق على  12   (c)  

x c
a

3
12

= =  ، a
c 3= المحور السيني 

x y
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  c 24 2 6= =

  e
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25 24 1
2 2

+ =  b  x y
24 25 1
2 2

- =

 c  y x
25 24 1
2 2

- =  d  y x
25 24 1
2 2

+ =

 e 5
74

=    y x5
7

=
-       (10)

:    

 a  y x
17 5

2 2

- =  b  x y
17 5

2 2

- =

 c  x y
49 2 15

2 2

- =  d  x y
49 125

2 2

- =

:  x y
36 25 1
2 2

+ =     (11)

 a  6
11  b  5

11

 c  25
36  d  36

25

:  ( , )0 5-    ( , )0 4       (12)

 a  y x
19 25

2 2

+ =  b  xy
4 5 1
2 2

+ =

 c  y x
125 9

2 2

+ =  d  xy
15 3

2 2

+ =

:     (13)

 a  a c2  b  a c1

 c  eca =  d  ca =

    .e 0 05=       (  )        4
.     8 600 km  

.      a  

6 372 km       b  

.            
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units2 3 3 طول المحور القاطع: 

x y
73 00 173 960 000 7751

2 2

+ = المعادلة:   (a)  4

km1798 = أقصر بعُد   (b)  

km2 658 = أطول بعُد    
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. m8               (a)    

. m2      

.        

:

    

       .    
.             

:

 ( , ) , ( , )M M4 2 4 2-1 2     m2       . m8         
.    

:

p x y42
=  :       

p  2  y  4  x   

( , )M 4 2-2 ( , )M 4 21

( , )F 0 2

x

y

-4 -2 2

2

4

(a) 

 ( ) ( )p4 4 22
=   

p16 8=  

p 2=  

:    ( , )F 0 2   ( , )F p0     `

.     x y82
=

 

.               
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حل «مسألة إضافية»

,F 0 4^ h

المرشد لحل المسائل

52

  

.             (1-4)  

(1) y x4 9 0362 2
- - =

(2) x y2 3 10 02 2
- + + =

(3) x y2 92 2
+ =

(4) x y2 6 02 2
- + =

   (  )    ( )     :  (5-10)   
.(   ) 

(5) 1=+x y
2 52

2

2

2

(6) y x52 =

(7) -
x y

9 14

2 2

=

(8) 1=+
x y
18 102

2

2

2

(9) y x32 =-

(10) 1=-
y x
16 9

2 2

 ,0 0^ h   1=+x y
a b2

2

2

2

         a b r= =    (11)
.r  

:            (12)

km , . kma c107124 213125 9= =   

, , ,F F155 0 155 01 2 -^ ^h h        M  (13)

MF MF 80- =1 2         

e 2
2

=         (a)  (14)

x 4=        a , b  ,0 0^ h      (b)   

.     (c)   

   e 4
5

=     ,0 0^ h        (15)
 ( ),F 0 5-
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.        1=-
x y
49 9

22

 :       (1)

    ,10 0^ h ,10 0-^ h         (2)
.    . ,0 7^ h   

mx m y m x2 1 1 02 2
+ + + - =^ ^h h  :   (3)

.          m  

m x m y m1 2 1 2 3 02 2
- - + + + =^ ^h h  :   (4)

.        m 2=   

1=x y
4 25

2

-
2

 , 1=+
x y
25 4

22

 :   (5)

.      (a)  

.        (b)  

.    (b)        (c)  

   e 5
7

=     ,0 0^ h         (6)
.y 7

25
=  

   e 7
5

=     ,0 0^ h         (7)
. ( , )F 5 0-

      , , ,F F0 34 034-1 2
^ ^h h       (8)

. ( , )A 3 5

   2              (9)
. ( , )F 0 5-

   (  )    ( )     :  (10-14)  
.(   ) 

(10) 1=+x y
9 25

2 2

 (11) y x 08 25 202 2
- =

(12) x y22
=-  (13) y x2 = -

(14) x y5 9 452 2
- =
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.        (16-19)  

(16)

31-1
-1

-2

-2

-3

-3

x

y

2
(2 , -1)

(17)

(2 , 4)

4 6

4

6

-2

-4

-6

x

y

2

2

(18)

4

4

6

8

6 8 x

y

2

2

-2
-2

-4-6-8

-4

-6

-8

(19)

3

3
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-1
-1

-2-3-4

-2
-3

x

y

2

2

   12               (20)
.20 

 :  
•                      :  

.     
•  :        

ba
y x

12

2

2

2

- =
a
x

b
y

12

2

2

2

- =

, , ,A a A a0 02-1 ^ ^h h , , ,A a A a0 02-1 ^ ^h h    

      ( )  

2a   

, 0 ,,B b B b 02-1 ^ ^h h , , ,B b B b0 02-1 ^ ^h h   

2b   

, , ,F c F c0 0-1 2^ ^h h , , ,F c F c0 0-1 2^ ^h h

c a b2 2 2
= +  

y xb
a

!= xy a
b

!=   

y c
a2

!= x c
a2

!=  

    

 :  
•                     :  

.       ( )      ( )

.e            
•  e 1=  :   

•  e a
c
11=  :   

•  e a
c
12=  :   
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•  (0, 0)     

y 42
= px x 42

= py  

        

p 02 p 01 p 02 p 01 p  

,p 0^ h , p0^ h
x = - p y = - p

x axis-^ h  y axis-^ h   

p

  
  

  
  

 :  
•                     :  

.   
•  :  ,0 0^ h       

0a b2 2 0a b2 2

x y
b a

12

2

2

2

+ =
a
x y

b
12

2

2

2

+ =

       

, , ,A a A a0 02-1 ^ ^h h , , ,A a A a0 02-1 ^ ^h h    

a2   

, 0 ,,B b B b 02-1 ^ ^h h , , ,B b B b0 02-1 ^ ^h h   

b2   

,, ,F c F c0 01 2-^ ^h h ,, ,F c F c0 01 2-^ ^h h

a b c2 2 2= +  

,c
a

c
ay y

2 2

= - = ,x x a
c
a

c
2 2

= - =
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