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)− >  = 5{� + 39 + 

, +
)− >  = | |

| |  + , +
)− >  = |+ × +

 + 
| |
| |  = ,− +−

) >−  + , +
)− >  =  5 −9 + 

FQ( U� X���
�  + 53 + {�9  , 3 + {� ���� ,5,9 X�o��� W�  ,

1J� ��$@B�
:¥J �¦ FN b(�" ����

*−)>
�)*−   H−I

IB−   +  CE
GDC−  )

 
|,

G−,
�−)|

 
J−C−
HB
AI−

  −  
J−D
AE

B−A
 +

 �)|
)))  CK

GI   =  AJ
DB  − 8  ,

XZ�� ��^��	  �
����8( F�`�

)*| ;)�G  5 � 9  )
)�) ;)�)  539  

5 � 9  +£�"	�Nr
+|||�G�,
+||)�*�G

H�Z�� ����C F6@!
+ × + :H���-� H$(�  539  

5 � 9  ,£�"	�Nr
+|||*��+
+||)*>�G

��#f�J/�� ����C F6@!
+ × + :H������ H$(�  539  

5 � 9  >£�"	�Nr
+|||)�))�G
+||))�))*|

�£�"v�� �N��� ������ ?#^��§� ?M6@-� K�¨
+ × + :H������ H$(�  539  
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�U�n� $> ' ®>�n	� °��W� "() − ��>Q�� "() (e��  5{�9  
   

 HJ�J�8( DJ��� 3 H`�S-�
:      ( - )   :  

  G G G
G G G  + A J− C

K− I B
 5)9

  D D D
D D D  − J A B

I C− D
 5+9

  B− G
C− D  + B G

C D−  + J D
G A

 5,9

  HFB GFB
BFB JFB−  − HFB GFB

BFB JFB−
 5>9

 �?(%��  $6)  ?���  ����W�  ������&�  ®#0�&  '  ���0	�  ³I�n��  ���>  "()  V�(p�  } v~��  :1#'�@��  5G9
����� °Rr $6#�  �3�� �0�	�� ,:�� $> ®��� $6#� V��� �0�	�

��o�� 1'�-� X�Y� 1'�-�
U�M! �#@6~^ U�M! �#@6~^

) +|| >|| *|| G|| ���� U�
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:U¡� U × E H$(/�� D! �����! {� , 3 ,  U�N �r	
•  5�~�"y�9 X���v� H#m�B  U × E H$(/�� D! W� 3 + 
•  Commutative X��^v� H#m�B   + 3 = 3 + 
•  Associative 1#�S@�� H#m�B  �{� + 3� +  = {� + �3 + �
•  U × E H$(/�� D! W8�S�� �J�Q��� /�'8�� W� HJ/���� H������    = |U × E  +  =  + |U × E  
•  �5W8�S�� /#&'��9 W8�S�� �78��� H#m�B  |U × E   = � −� + 

äÉaƒØ°üªdG ìôW
�T#6��� 8�9#6�� �����& ��[�] :�(;�<�
 ������6�� ��I 496�

�53−9 +  = 3 −  U¡� ,�a��" H$(/�� 3   ,  D#@����Z� U�N �r	
�����(
2 y��� ������6�� ��I ��76) ,T�����
�  − 3 ≠ 3 −  :|�� ����� ����� �6��� 3 ≠  |�> �Y2 :H&�~!

 5>9 X�o!
, > )
> + +−  = 3  ,     > + ,

| > )−  = 
  − 3 , 3 −  ����

:FQ��
:T��Y� HMJ/M��

53 −9 +  = 3 − 
,− >− )−
>− +− +  + > + ,

| > )−  =  
5,−9 + > 5>−9 + + 5)−9 + ,
5>−9 + | 5+−9 + > 5+9 + )−  =  

) +− +
>− + )  =  

:H#"�o�� HMJ/M��
, > )
> + +−  − > + ,

| > )−  = 3 − 
, − > > − + ) − ,
> − | + − > 5+−9 − )−  =  

 ,�a��" H$(/�� �a� U7J U� qSJ �������� 1�S�  G
�
/��'@��� /m�'8�� 1�S" U� qSJ�

�F� U� X����
)G−+,
�−�
|,

 )

:b(�" C�©	 D7�J y  5 � 9  +
�>+
,+)  + >G

+,−  
 H������� + × + H$(/�� D! T��Y� H������ UY   
 W�  ��J  y  W��@��^�  ,,  ×  +  H$(/��  D!  H#"�o��
 P��o�� C�8�� 1! 
/��'@! /m�'  ̀T��Y� H������

�H#"�o�� H������ W�
G)|−

)�),
)�

 = 
G)|−

)�),
)�
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:            ( - )  

  E C
D A  − C A−

B− H
 5�9

  I C− G
I− B B−  + B− C J

G D I
 5*9

 C B− DG
H− D A  − E K− H

A− J− I
 5�9

�������& ?��[ X) �� v�© ��&�7#& ��I �� �� `v7M�� � b�@�& f[ :.@�-� X�«���  5�9
 

:               ( - )  

G C D
B A− J

C− G K
 − 

G G C−
B A− D

DG− G K

 5)|9

A G E
K I− B

D− C C−
 + 

I D H−
H− G B−
J C− C

 5))9

 
D D
G G
D D

 − 
D G
D G
G D

 − 
G D
G G
D G

 5)+9

,�

:            ( - )  

 
C− D
A GFJJ

GFDB K−
 = * ,

B A DC D
H E JB C = 

DDC KE A− C−
DGDD − D− C J

= " ,
AA J
G D

CJFJ DA
= ¶e

¶e − *  5),9
  + "  5)>9

¶e + * +  5)G9
�" − ¶e9 +  5)�9

:       ( - )  

 
I− B
G D
B E

 = 8 + 
C D
D C
A J−

 5)*9

 DJ− J DD
E H− DB  = 8 − D− D C

D C G
 5)�9

 
K D

C− J
D G

 = 
K D

C− J
D G

 − 8
 5)�9

 
CG DA
G B−

DH− J
 = 

B DC
CE DK
C J−

 + 8
 5+|9

IB

) +− +
>− + )  =  

>− +− ,−
| >− )  + , > )

> + +−  = > + ,
| > )−  − , > )

> + +−  =  − 3
)− + +−
> +− )−  = > − , + − > , − )

| − > > − + 5)−9 − +−  =  
FQ( U� X���

:WZJ ��! FN b(�" ����  >
| , >−

)| G �  − * �− �
� ) +−  �  

) ,−
>− +  − G ,−

)| )−  3  
Solving Matrix Equations   á«aƒØ°üªdG ä’OÉ©ªdG qqπM

����s�6��� �&�7#& ��� ��������& o(%2 ��"�#& TO H#������ H�C�8���
�������6�� �!"�#6�� $a� ?����6�� ���] :�(;�<� ^096�

�¶e − * = ¶e −      ,¶e + * = ¶e +  :|�� ,* =  :|�> �Y2 ����� ����� ��� ¶e ,* ,  ������& i�

5G9 X�o!
:H#��@�� H#������ H�C�8��� F�

) |
� �  = ) )

+ ,  − �
:FQ��

) |
� �  = ) )

+ ,  − �

H�C�8��� W�/I D! F7� ) )
+ ,  H��f¡^    ) )

+ ,  + ) |
� �  = ) )

+ ,  + ) )
+ ,  − �

+ )
)) ))  = � :W��@��^�

FQ( U� X���
:P#� � ����  G

* )|
> >−  = | )−

G +  − �  

G+−
)−|  + ,>

+−*  = 3 + {�  ,

�+
,−*  =  

 +,
>)−  + �+

,−*  =   + 53 + {�9  

)|G
)�  =  

 )|)+−*
�−>−+−  5 � 9  >
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,−)>  539  
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 5)9 X�o!
=  ,         

>− , +
, > G= 3+ ) |

, )− +−  �"�N �r	
3, − G %d � 3,   , G :�����

:FQ��
+|− )G )|
)G +| +G  = 5>−9 × G , × G + × G

, × G > × G G × G  = G     
� , |
� ,− �−  = + × , ) × , | × ,

, × , 5)−9 × , 5+−9 × ,  = 3,   
+�− )+ )|

� +, ,)  = � , |
� ,− �−   −  +|− )G )|

)G +| +G  = 3, − G
FQ( U� X���

:���� ,5)9 X�o��� D!  )
3I +  3  A − 3B �  

»°SÉ«≤dG Üô°†dG ¢UGƒN

:|�� �|��<��@ |�"() "   ,§  �| × : ����� 4& ������& G , * ,  |�> �Y2
•  �~�v� H#m�B   | × : ����� 4& �����& :  §
•  3/tZ� 1#�S@�� H#m�B   �  "�§ =  �" §�
•  D#�#�� D! 1Ji@�� H#m�B   3 § + § = �3 + �§
•  ���#�� D! 1Ji@�� H#m�B   § 3  + §  = §�3  +   �
•  /�m W� 3/t�� H#m�B    | =  × G

»FGôKEG  5+9 X�o!
 HQIy E�R@6�9 ?K" FN D�d U7#6 %7� ,
/��� ��"� 
/! j$�#� 3�/L�� D! K" FN D�d 1�/� %8M! FMRJ :E�8M��

5X��S�� W� ��86Y�
/#$N %S�/#�m %S�

%6��� F#Z� D$���'JC |}G||��'JC |},||
X�M(/$�� /#�`��'JC |}�||��'JC |}�||
S"���� /#�`��'JC |}�||��'JC |}G||
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Matrix Multiplication

3-7
º∏©àJ ±ƒ°S

•  C�  ̀W� H���! 3/f
•  W6�#M�� 3/t��
•  �������� 3/f

 W"��8( F�`
:V�(��� T� ������� :(;�<� �^� $�&z �& $6)�

%8M! ��8#$!
) H$��+ H$��, H$��

H$�� D�d
������

 +}G||
��'JC

 )}*G|
��'JC

 +}|||
��'JC

 ��$��� C�`
H`�$���G|)||*G

?J ��(s�� ��e� ,C ��(s�� ��e� ,D ��(s�� ��e� :46r �&  )
?�)�6�� ��e��� 46r �& �  +

��
�eW� "���W V�(��� T� ?"�e�6�� ������� y&(;�<� f�> }~� 3  
 ��)�& �e� $> 46r $36�� J × D �����& `�>� �  ,

��)�6�� ��e��� "() $36�� D × J �����& `�>� 3  
 ,���7) y7�% T��� ������6�� :�(;�<� �����e2 f��� ���0) ,"�6) ,f[� :��679�� :(;�<� :H^�@7�� {�  

���e��� ��6e M#M6�� u
 ��� iQ�� ��0�(��
 Â76�� "���W  

Multiplying a Matrix by a Scalar   OóY »a áaƒØ°üe Üô°V
:$3& �����& T� TL�L% "() *�c� |� ^096�

DB I
H− DC  = B C

J− A  J

Scalar Multiplication  »°SÉ«≤dG Üô°†dG

�G ≠ § : § TL�L% "() T�   �����& *�~ ��76) �O T<��L�� *�c��
�  § �����6�� �O ¹��0��:á q«°VÉjQ áeƒ∏©e

 n���(  � H������ H$(�
�  H������ H$(�     �§ T�  4& ��0) $> *�c
  § �����6�� ¤7) $�a�

�����[ �����& ¹��0�� |�9� ,G = § |�> �Y2

äÉaƒØ°üŸG ÜöV  :3-7

_���Y�  )
 •��Ã��@� TL�L% "() ' �����	� *-�
 •�������	� *-�
 •������	� �
�& (e��


�J��� %#���-�� ��C/�-�  +
�*-�� ¹��� �����& − Ã��L�� "(#��

FI�6��� ���CY�  ,
��Data show� U�L<2 z��e − *�<�% − �<�% ���

�#a�@��  >
:�� �& ¹���� "�12 *RM�� k2 `7I�

 •�A�A × C8C
 •�J8J × C8A
 •��ÄA + 8J� 8K
 •�C�I × J�A × A8J

lJ��@��  G
 � ��#� $6)¡ ?�L� ' �
�7M	� ���MÀ� |� *RM7� } v~�

 �
��> |�� ,������	� *+ ��76) M��� ����+ TO
 F
��� X) ()��� �*� ,  ¼� � � �  ,  ®��¸��� ' ������	�
 ®��¸��� ' ����2 ��7[�� T��� ¹U��0��� ������	� *+ ®


� +  ¼� )
 *+ `1 ,�����& ' Ã��@ "() *+ (0) u�� M� (>�
 46��� `��p� ' FL� ¥��� �����	� ��0) $> ' "(#��

������	� 4&
:|�� G ≠ §  DD�CD�JD�

DC�CC�JC�  =   :^�Y V�3&

 DD� §CD� §JD� §
DC� §CC� §JC� §  =   × §  
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Matrices Multiplication

 H#6�6� DJ���  H`�S-�
:       ( - )  

   G D
J− C  A J−

C B
 5)9

    J−
B  B J−  5+9

  G D−
D− G   

G D−
B− D−
J G

 5,9

�¹��0�� (e�� Mr ,*-�� �����& ��� (e��  5>9

   
D− C
D D

D− G
  

C− K B
I J A−B
A C−J G

.         ( - )  
 

K G  =  "  B−
I  = ¶e I J−

A− C  = *
 J C

H I = 

     * ×  5G9
     ¶e ×  5�9
   * × ¶e  5*9
        × "  5�9
     ¶e × "  5�9
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:FQ��
�)}G W� /�'` FN 3/f�

|}>G| |}*G|
|}�|| )},G|
|}*G| )}+||

 = 
5|},||9)}G 5|}G||9)}G
5|}�||9)}G 5|}�||9)}G
5|}G||9)}G 5|}�||9)}G

 = 
|},|| |}G||
|}�|| |}�||
|}G|| |}�||

 × )}G

 /#�` D�d� ,��'JC |}�|| ,��'JC )},G| X�M(/$�� /#�` D�d� ,��'JC |}>G| ,��'JC |}*G| D$Z�� D�d j$�J _6
���'JC |}*G| , ��'JC )}+|| S"����

FQ( U� X���
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�
�J�S�� ��86Y�^ HQIy 1f �%+| H$�'^
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 5,9 X�o!
��@^��	 D! kMQ( %d , | )|

+ >  = > ,
) +−  + + �> :H�C�8��� F�

:FQ��
| )|
+ >  = > ,

) +−  + + �>
| )|
+ >  = > × + , × +

) × + 5+−9 × +  + �>
| )|
+ >  = � �

+ >−  + �>
� �
+ >−  − | )|

+ >  = �>
�− >
| �  = �>

+− )
| +  = �− >

| �  )> = �   
:kMQ(

| )|
+ >  = > ,

) +−  + + �>

 $% X) � b.3> ()��� Ã��@ "() ' *-�� ���]
��J� V�3	� ' x> ������& 46c�� �!"�#&

 M���2 `7I� ,i(��6��� V�3	� ' $6#�� *RM�� �(� |� $@
 Å�()� (±� ,��� ��0) *�e� T��� �7m<�� "() ?���@
 ?"�& $> ' V�¸< $> �e�(
 � b(�e 4#6��� Mr ?"�& $> '

 * ×   �& u��(1 iQ�� ¹��0�� �& F
��� "�1W ^�Y� � bc��
�� bL%!

 �`���� ��7�© ������	� PQO |� X) �A� V�3	� ' �>�
 i�1 4�Q7�� "�6#��� f��� 4��7� *�<� X) �>�

�xd+
 ��096�� T> ���& ?() ^�Q
 :��L�� M»�9&�
 |� MO�]�

�wMÀ�
 ��@��� |�" ������	� *+ ���e2 4&
 ! ®�����& *-
 :��L7� Ã�<�� Ul�� |� M� ( v>�

 M� M<�� �*-�� ��76) ' Ã�<� ��� u7O�º 496�
:�� x> �bM��
 �bMM©

� × : ¶e = � × | * × | × :   
 �!�% '   × * ¼� * ×   "�12 |�9&W�
 |� M� �¨�

 496� ?.3> �b���%�� �   × * ≠ * ×   � b&�6) 49�� ?.3>
 �73&� :(;�<� �   × * "�12 496� ! 49�� * ×   "�12

 �#
�& �����& TO : × :   �����	� |� MO�]� �^�Y (�>w��
��µ(6)� "() i���� �����[ "() |� i�

F^/��  �
 �<��(
 �����& ' ��#<�� h�) }6�� ,�C� V�3	� '

 o(&� ��#<�� ��� �a[ 4) �����@ Y�Z�� ¢���� �>�%
�u0& ?"��W�

�a@��8!� H8�@! ��MB�  *
�������	� *+ ��76) ' *RM�� ³M´ (@

 $> ' ?�¯�0�	� ��0#�� *-
 :��L�� M���2 `7I� �(�� '
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  A D−
B C  C

 5)|9

  DA J
A− K  GFB

 5))9

  G D−
D− G  G D

D− G
 5)+9

"()�  T%x	�  "(¶¶)  ,`�����
  E J
DC G  =   �����	�  '  ?(6)��  v®�  :C�8@!  D!  ��#@By�  5),9

���rR3��� ®0r!� T&�� �)�	� "�()�� `�����
 _����� v®�� ��)�	� :R@��
  :$36� * ×   ¹��� �M7L��� ?�a6	� 4& $> ��7> , GFGBG

GFGCB  = * �����	� v®�  
�®&���� 4�QO ' :R@�� 46r� ,��rR3��� ®0r!� T&�� �)�	� T%x	� $> 46r  5 � 9  
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C J−
D B−
A C

 = _ ,      
G B− C

C− G D
D D J

 = � ,     
D− C D
D J G

C− D− C
 = "

� × "  5)>9

_ × �� × "�  5)G9
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+ >  =? � �
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+ >       
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Matrices Multiplying  äÉaƒØ°üªdG Üô°V
 ,  4������& ?��[ T� ������� y�� Mr u7�� () ,(6%� ,�[�� 4& $9� :�7#��� ���~����� T�"�& T� ��>Q7� ���]� i�e�

:t�% 3
EZ8�� ��#f�J/��
CG JG /m�"

 = DB AG ����
CB CB eZ�� �$`

  

�?(% ¤7) ?"�& $> T� �rR3�� *RM�� 4& $> ��0) *�e� T��� ��)�~�6�� �7m<�� "() $36�  �����6���
> X�«6 F7� ��#f�J/�� H��C  = 3+ X�«6 F7� EZ8�� H��C

  

�4��"�6�� 4& $> T� V�¸��� �e�" TO 3 �����6���
�� b#& 4��"�6�� T� M�0& `��I $> ��e�" ��6�& ���#& :*�7M6��

:FQ��
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