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مقدمة الوحدة

يدرس علماء الآثار أي دليل قد يساعدهم على التعرف إلى 
حياة البشر الذين عاشوا على سطح الأرض في العصور 

القديمة، فتتنوع الأدلة الأثرية بين بقايا مدينة وبعض قطع 
الحجارة والعظام والأواني وغيرها. يستخدم علماء الآثار 

تقنيات مغناطيسية ووسائل خاصة بهدف جمع الدلائل 
الأثرية بطريقة دقيقة ومنهجية، ثم ينظمون سجلات 

تفصيلية عن هذه الآثار.

الهدف الأساسي لعلم الآثار هو دراسة الإنسان منذ 
بداية ظهوره، ومخلفاته التي تركها على مدى العصور، 

والحقبات التي مرت.

من المعروف أنه تبعًا لبعض التقديرات، فإن عمر الإنسان 
على الأرض يعود إلى حوالى عشرة ملايين سنة. لذا يعتبر 
علم الآثار مهمًّا في الكشف عن حضارات وثقافات لم 
تكن الكتابة خلالها معروفة. وذلك أن الكتابة لا يعدو 

تاريخ معرفتها أكثر من ستة آلاف سنة، وهي قد بدأت في 
وادي النيل وفي بلاد ما بين النهرين وذلك في القرن الثاني 

والثلاثين قبل الميلاد. يركز عالم الآثار اهتمامه على كل 
شيء يعثر عليه لأنه يجد فيه مادته التي يبني عليها معلوماته.

أدىّ العثور في تربة جافة في مدينة «أور» في العراق على 
طبعة قيثارة من الخشب بليت بالكامل مما أدى إلى إعادة 

تشكيلها وهي تعود إلى عصر حضارة «سومر».

   
Exponential and Logarithmic Functions
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سلّم التقييم
الحسابات دقيقة بالكامل - البحث والشروح 

موثقة وصحيحة - العرض واضح ويقدم 
المعطيات بطريقة منطقية.

4

معظم الحسابات دقيقة - البحث والشروح 
بحاجة إلى بعض الإيضاح - معظم العرض 

واضح.

3

تتضمن الحسابات أخطاء كثيرة - البحث 
والشروح غير واضحة - العرض غير منظم 

وغير مقبول.

2

معظم عناصر المشروع ناقصة. 1

مشروع الوحدة
يقدم مشروع الوحدة إحدى الوسائل المستخدمة في 

تأريخ الإبداعات الإنسانية وتعرف الحضارات التي سادت 
على الأرض في العصور الغابرة.

إن استخدام الكربون المشع في العلاقة:

. يوفر لعالم الآثار فرصة 
.

logt n1 904 10
13 74

# #=

لإيجاد عمر العنصر بالسنوات بدلالة انبعاث أشعة بيتا. 
حيث log هي اختصار لكلمة logarithm اعتيادي 

وأساسه العدد n ،10 عدد انبعاثات أشعة بيتا في الدقيقة.

إجابات «أسئلة حول التطبيق»

عظم ماموث: 9976 سنة  (a)

شظايا عظمية: 9976 سنة  

قطعة فخار: 12 سنة  

فحم نباتي: 9976 سنة  

قصبة رمح: 10016 سنة   

(b)  إن عمر قطعة الفخار لم يتطابق مع أعمار بقية 
العناصر في الجدول.

(c)  في العلاقة نعوض المتغير التابع t بالقيمة 040 19، 
ونوجد قيمة n، ثم نضرب قيمة n في العدد 42 

فنحصل على الإجابة.

التقرير
اكتب تقريرًا مفصلاً عن النتائج التي توصلت إليها. اعرض 

مشروعك مصورًا أمام زملائك في غرفة الصف. ناقش 
معهم جميع النقاط الواردة، ثم أعد النظر ببعضها إذا كان 

ًّا، وتأكد من حساباتك. ذلك ضروري
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استكشاف النماذج الأسية  :4-1

الأهداف  1

يتعرف كيفية تمثيل النمو الأسي وتطبيقاته.• 

يتعرف كيفية تمثيل التضاؤل الأسي وتطبيقاته.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

الدوال الأسية - عامل النمو - عامل التضاؤل - النسبة 
المئوية للتغير - نمو أسي - تضاؤل أسي - عامل التغير 

- معدل التغير.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة علمية - ورق رسم بياني - جهاز إسقاط 
(Data Show) - حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

أوجد ناتج ما يلي:  (1)

(a) x x3 4
#

(b) x2 5
^ h

(c) 
x
x

3

7

(d) x y x y4 2 5 1
# # #

-

، فأوجد: ( )f x 2 1x
=

+ إذا كان   (2)
(a) ( )f 1-  (b) ( )f 0  (c) ( . )f 0 1

التدريس  5

سوف يتعرف الطالب نموذج الدالة الأسية حيث يستكشف 
لأول مرة، دالة أساسها ثابت والأس متغير، بعد أن كان 

يتعامل مع دوال مكونة من حدوديات أساسها متغير وأسها 
ثابت. لذا، كان من المهم متابعة عمل الطلاب في فقرة

«عمل تعاوني» للتأكد من كونهم قد تفهموا أن كل فريقين 
سوف يتنافسان في كل مبارايات، وأنه في كل دورة جميع 
الفرق المتبقية سوف تشارك في المباراة. أخبرهم أن عدد 

الفرق المشاركة هو 64 وعدد المباريات في الدورة الأولى 
هو 32، ويجب أن يكون هناك فريق رابح في كل لعبة، ولا 

يوجد انسحابات من بين الفرق المشاركة.

  
Exploring Exponential Models
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4-1
  

Exploring Exponential Models

   A 

       .             (1-5)  

(1) ( . )y 1298 1 63 x
=  (2) .. ( )y 0 65 1 3 x

=  (3) ( ) ( . )f x 2 0 65 x
=

(4) ( ) .f t 0 8 8
1 t

= ` j  (5) ( )y 5 6 x
=

               :   (6)
.1994 

1994   ( ) 1994       
( )

1

2

3

4

( ) 

(  ) 

( ) 

( ) 

26 518 000

16 271 000

16 110 000

15 525 000

1.4%

0.3%

2.0%

0.7%

.                (a)  

   .2004           (b)  

.              .     (7-8)  

(7) ( . )y 100 0 5 x
=  (8) ( )f x 2

x
=

.(8)  (7)              :   (9)

 20%       .  4 500       :  (10)
                 

  

.       .     ( )     (11-14)  

.  22%    250      (11)

.  7.5%     35    (12)
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.  11%     1 750     (13)

.  1.25%   115     (14)

                  (15)
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 4 275

 4 500
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10%
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15%

  B 

.     b       a   (1-4)  

a  b  .    ( )y 3 2 x
=   (1)

a  b  .    y 2 3
1 x

=
-

a k   (2)

a  b  2  ( )y 3
1

2 2x
=     (3)

a  b  x

y

     b 12       y bx
=      (4)

.        (5-8)  

:  y 3
1 2

=
- x

aa k k     (5)

a  3
1  b  9

1  c  3 d  9

x

y  :     by 2 x
=  :    (6)

:    b  

a  -2 b  0 c  2
1  d  2

  2.5%             y abx
=    (7)
:   

a  0.025 b  1.25 c  1.025 d  3.5
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3

3
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1

1 x

   b 12   
.    b   

    0 b 11 1   
.    b   

.               . y 2x=    

:

.    .    :2 .    :1 
  b 2=

  b 12

      

b 2=  :     

1 2 3-5 -4 -3 -2 -1

y

x

7

8

6

4

5

3

2

1

x 2x y
-3 2-3 0.125
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-1 2-1 0.5
0 20 1
1 21 2
2 22 4
3 23 8

.                    1
a  y 4 2

x
= ^ h  b  y 3x=

y 4 2
1 x

= ` j    

.              
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في المثال (1)

. دعهم  , x2x 2 اطلب إلى الطلاب ملاحظة الفرق بين 
x2 بالقيم نفسها التي استخدمت  يكونون جدولاً للدالة 

x2 لملاحظة الفرق بينهما. للدالة 2x، ثم رسم بيان الدالة 
اسألهم ما إذا كانت هذه الدالة تزايدية أم تناقصية.

في المثال (2)

اسأل ما إذا كانت هذه الدالة تزايدية أم تناقصية، وكيفية 
اختلافها عن الدالة في المثال (1). اطلب إليهم التمعن 

بأساس كل دالة، ثم كتابة الاستنتاج.

في المثال (3)

هو تطبيق الدالة الأسية على نمو السكان. ساعدهم على فهم 
عامل النمو. أخبرهم أن عامل النمو (عامل التضاؤل) سيكون 
 I حيث، Ib 1= + دائمًا هو الأساس في الدالة الأسية، وأن 

هو معدّل التغير (موجباً أو سالباً).

في المثال (4)

يبينّ كيفية إيجاد دالة أسية إذا كان رسمها البياني يمر عبر 
 a, b تتضمن ثابتين y abx

= نقطتين، علمًا بأن الدالة الأسية 
لذا يجب معرفة إحداثيات نقطتين.

في المثال (5)
يوفر هذا المثال فرصة أمام الطالب لتعرف كيفية استخدام 

الدالة الأسية في الانخفاض (التناقص) باستخدام القاعدة 
y، حيث b هي أساس الدالة الأسية، وهي قيمة  abx

=

الانخفاض (التناقص) وتكون قيمة ثابتة.
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الربط  6

المثالان (5) ,(3) يوفران فرصة أمام الطلاب لتعرف كيفية 
استخدام الدوال الأسية، لإيجاد التزايد أو التناقص في 

عدد السكان أو في استهلاك منتج معين خلال فترة زمنية 
محددة.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في كتابة النسبة المئوية لتزايد عدد 
السكان، فمثلاً %2 زيادة قد يحولونها إلى 0.2 في 

الصورة العشرية وهذا خطأ.

وهي أصغر من 1، لذا تكون  100
2 أخبرهم أن %2 هي 

%2 هي 0.02 وليس 0.2 والتي تعادل 20%.

:
    I  

.    

:
.    .    :2 .    :1 

  b 2
1

=

  b0 11 1

     

b 2
1

=  :    x-3 -2 -1 1 2 3

40

30

20

10

-10

y x -3 -2 -1 0 1 2 3

y 32 16 8 4 2 1 0.5

.                 2
a  y 3

1 x

=a k  b  .y 0 12
x

= ^ h

.      1

.      2

 .I        y abx=     
.b I1= +  :   b    

2.44%          

200000
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0
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77000

113662
168973

307755

386695

470473

648883 653616

826083

973286

77000
115531

150190
172719 198262

228420
252683

302086
347399

93170
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.    a

.2007    1 038 598               b

.(    : )  

2013               c

:

:   a

 b I1= +

 .1 0 0244= +  . %
.

.I 2 44 100
2 44

0 0244= = =a k

   .b 1 0244=

y abx=         b

.    y 2007    x  

:   
.y a 1 0244 x= ^ h  (2007   )  

y 1 038598=  (2007  ) x = 0 
.a1038598 1 0244

0
= ^ h

a1038598 1#=          
 a 1038598=

.y 1 038 598 1 0244 x= ^ h  :      

.y 1 038 598 1 0244 6
= ^ h     2013  c

y 1200 231.  x = 6   

.2013    231           

(3)     3

2017              a  

2017        :   b  

.         

 P (2 ,2)  ,  Q (3 ,4) :    y abx=  :   

:

y abx=    
ab 22

=  (2, 2)  (x , y)  
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x

y

1
2
3
4

1
0

 :            (8)

a  ( )y 3
1

2 x
=  b  y 2 3

1 x

= a k  c  ( )y 3 2 x
= -  d  ( )y 2 3 x

= -

.     (1)       (2)      (9-11)  

.            

x

y

4

8

12
13.500

16

20

(
 

) 

 

1 2 3 4 5 6

(1) (2) 

=( )   (9)

=   (10)

 =   (11)

a  -0.325

b  0.675

c  0.325

d  -6.5



112

التقييم  8

تساعد فقرات «حاول أن تحل» المعلم على متابعة الطلاب 
وإدراك مدى فهمهم هذا النموذج الجديد من الدوال.

اختبار سريع

ًّا أم  ا أسي y. تمثل نموًّ 234 0 87 x
= ^ h 1 هل الدالة 

ًّا. الأساس أصغر من 1 ًّا؟ اشرح. تضاؤلاً أسي تضاؤلاً أسي

2 اشتريت حاسوباً بسعر 350 دينارًا وتتوقع أن 

يتناقص سعره %25 كل سنة. كم سيصبح سعره بعد 
4 سنوات؟ 110.7 دنانير

3 مستعمرة حشرات مؤلفة من 414 حشرة تتزايد 

بمعدل %45 كل أسبوع، كم سيكون عدد حشرات 
هذه المستعمرة بعد 4 أسابيع؟ 830 1 حشرة

إجابات وحلول  9

«عمل تعاوني»

32 فرقة  1

 (a)  2

( )x )بعد الدور  )y عدد الفرق المتبقية في المسابقة 
064
132
216
38
44
52
61

6 أدوار بـ 63 مباراة.  (b)  

تحقق من عمل الطلاب.  3  - 5

«حاول أن تحل»
1  (a) ( )y 4 2 x=  

x

y

1

-1-2-3 10

2
3
4

b
a2

2 =  b2   

ab4 3
=  (3, 4)  (x , y)  

y

x

1

1

2

2

3

3

4

-1-2-3

 
b

b4 2
2

3
=  

b
2
2   a  

b4 2 3 2
=

-    
b4 2=  

 b = 2
 a

b
2
2=

 a
2
2
2=  2  b  

a 2
1

=  

  y 2 21 x
= ^ h

. y 2
1 2 x= ^ h  :  (3, 4) (2, 2)      

H (2, 4)    S (3, 16) :     y = abx      4

        .   t        :  ( ) 
.            

%100 # 
 

 
 =   

.   -   =    

.  4     ( )      

y

x

25
20
15

-3 -2 -1

10
5

1 2 3 4 5 6 7 8

 
 

 

 .           a

         y = ab
x     b

.    

:

.  20000      a

.  17000       
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a, b يجب إيجاد  

y 4
1

4 x= ^ h  

1600 2100 500- =- مقدار التغيير:   (a)  5

`  قيمة الانخفاض: 500   

النسبة المئوية للتغير:   
 % . %2100

500
100 23 8# .

-
-

الدالة الأسية تكتب على الشكل التالي:   (b)  
y a b x= ^ h  ; a b2100 0= ^ h   

a 2100= ومنه    
Ib 1= + ثم    

.

.

b

b

1 0 238

0 762

= -

=

أي    

.y 2100 0 762 x= ^ h تصبح الدالة الأسية:    

   قيمة الحاسوب في السنة الرابعة:

708 دنانير تقريباً   

«تدريب»

( )y 2 3 x=  1

y 3 4
1 x

= ` j  2

 (b) y 3x=  

 
x

y

1-1-2-3

4

3

2

1

x -2 -1 0 1
y

9
1

3
1 1 3

2   (a) y 3
1 x

= ` j

,b b3
1

0 1a 1 1=

ًّا  `  الدالة تمثل تضاؤلاً أسي   

x y
-2 9
-1 3
0 1

1
3
1

2
9
1

b 3
1

= `  عامل التضاؤل        

x

y

1
0

1

2

3

4

5

2 3 4-1

 (b) ( . )y 2 0 1 x
#=

x 0 1 2 3
y 2 0.2 0.02 0.002

. ,b b0 1 0 1a 1 1=   

x

y

1
0

1

2

3

4

2 3 4

ًّا       `  الدالة تمثل تضاؤلاً أسي  
.b 0 1= عامل التضاؤل `

.y 1038 598 1 0244 132173110 .= ^ h  3

(a)  أي أن عدد سكان الكويت سوف يكون تقريباً   
731 321 1 نسمة.

لأن نسبة الزيادة قد لا تكون ثابتة أي 2.44%.  (b)  

( )y a b x
= الدالة الأسية بالصيغة القياسية هي:   4

 
  -  

 
 =  

      Decay Ratio 20 000
17000 20 000

=
-

 .0 15=-

. % %0 15 100 15#- =-  :   

.    15%    

 6     y abx=  :    b

.( )    b    (y)   (x)  

.   I  b = 1 + I     

b = 1 - 0.15 = 0.85 :   

 .a20 000 0 85 0
= ^ h  0  x  20 000  y  

 a 20 000=

  ( . )y 20 000 0 85 x
=

 ( . )y 20 000 0 85 6=  6  x  

 .y 7542 99.  

.  7540   6    

.  4     ( )       5

400

1 2 3 4

800

1200

1600

2000

2400
y

x

 

 

 

.         a  

.               y = ab
x    b  

131
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57

4-2
   

Exponential Functions and their Graphs

   A 

:        (1-4)  

(1) y 4x
=  (2) y 6 3x

= +  (3) y 2 x
=

-  (4) y 3x 4
= -

+

:           (5-8)  

(5) ( )y 15 x
= -  (6) y 3

1 2x

=
+

` j  (7) ( )y 34 2x
= +

-  (8) ( )y 2 13 2x
= - +

.              (9-13)  

(9) e3 (10) e5 6 (11) e4
5 2

1

` j

(12) 
e
4
6  (13) ee

.   y abx
=  :       a   (14)

       ´Aª   eA P 0.0001t
=

-  :   :   (a)  (15)
:      .      ´Pª    ´tª

(P)    (t) (A)    

10 000

7 500

6 000

5 000

2 500

2 000

5

5

5

5

5

5

  .A , P      (b)  

       .          :   (16)
( . )y 20 0 92 x
#=   :   x m     y     y   

.(     180 m  6 m      )   

.     15 m         (a)  

       107 m          (b)  
.      

 
  ï.     
  ï      

.
  ï.  e 

:  
  ïReflexion  
  ïTranslation  

   
Exponential Functions and their Graphs

4-2

   

( ) t   ( )   f t^ h 

:        . ( )f t a bt= :  
•   f 10 =^ h

•  .     
•  .        

.            a

(       ) :    b

43.753.503.2532.752.502.2521.751.501.2510.750.500.250t
168421f(t)

.          c

g t 2t
=^ h      f t^ h       d

  

 Graphing Exponential Functions     
 a ≠ 0  y abx

=     a, b       
:     b 02  , b 1!

 a  :

-2 -1

1

1

2

2

3

3

4

4

5
y

x

y b x
=

-

-3 -2 -1

1

1

2

2

4

5

3

y

x

y bx=

(4) -y 2
1

2
x x

= =` ^j h

(5) -y 4
1

4
x x

= =` ^j h

(6) -
y 7

1
7

x x
= =` ^j h

(1) y 2x
=

(2) y 4x
=

(3) y 7x
=

 y bx=       b 02  , b 1!  y b x
=

-     
.   
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الدوال الأسية وتمثيلها بيانيًّا  :4-2

الأهداف  1

يرسم التمثيل البياني لبعض الدوال الأسية.• 

يحدد دور الثوابت في الدوال الأسية.• 

يستخدم العدد e كأساس في الدوال الأسية.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

.e انعكاس - انسحاب - العدد

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة بيانية - ورق رسم بياني - جهاز إسقاط
(Data Show) - حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

( )y 3 2 x
= ارسم بيان الدالة:   (a)

y 2 4
1 x

= a k ارسم بيان الدالة:   (b)

) إذا كان الرسم  )y a b x
= (c)  أوجد قيم: a, b في الدالة: 

البياني لهذه الدالة يمر بالنقاط: (2 ,75) ,(1 ,25).

التدريس  5

تعتبر الدوال الأسية ذات أهمية كبرى لما لها من 
استخدامات في التطبيقات الحياتية.

في المثال (1)

ركز انتباه الطلاب على جدول القيم، اسألهم إذا لاحظوا 
3 عندما تتزايد x في العمود الأول 

1 x

` j ما يحدث لقيم 3x و
 3

1 x

` j لجهة اليسار. اطلب إليهم الربط بين قيم 3x وقيم 
على الجدول عند القيم 1-، 2- والقيم 1، 2. شجعهم 

على استنتاج التزايد على منحنى 3x واستنتاج التناقص على 

.x 3 وذلك عند تزايد المتغير
1 x

` j منحنى 

في المثال (2)

, لها منحنى  ( )y ab a 0x 1= اشرح للطلاب أن الدالة 
, في محور  ( )y ab a 0x 2= وهو انعكاس لمنحنى الدالة 

 ( )2
1

2 x
- ) وقيم  )2

1
2 x السينات. شجعهم على ملاحظة قيم
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 a  :

-2
-1

-2

-3

-4

-5

1 2 3 4-1

y

x

y b x
= -

-

y
1 2-4 -3 -2 -1

-1

-2

-3

-4

-5

-6

x

y bx= -

(4) -y 2
1

2= - = -
x x

` ^j h

(5) -y 4
1

4 xx
= - = -` ^j h

(6) -y 7
1

7= - = -
x x

` ^j h

(1) y 2x
=-

(2) y 4x
=-

(3) y 7x
=-

.    y bx= -       b 02  , b 1!  y b x
=-

-      

  y bx=       b 02  , b 1!   y bx= -         :
.  

.     ,y y3 3
1x
x

= = ` j  :    

:

.    :2 .    :1 

y

1

1

2

-1 x

y 3x=
y 3

1 x
= ` j

x y 3x= y 3
1 x

= ` j

-2 0.111 9

-1 0.333 3

0 1 1

1 3 0.333

2 9 0.111

3 27 0.037

.     y 5x=  , y 5
1 x

= ` j  :     1

133

على الجدول عندما تتغير x. اعرض أمامهم على جهاز 
الإسقاط أمثلة متعددة عن بيان دالتين حيث إشارة a سالبة 

وموجبة.

في المثال (3)

شجع الطلاب على استخدام الانسحاب في التمثيلات 
البيانية للدوال الأسية لأنه يساعدهم كثيرًا. فسّر لهم جيدًّا 

الرموز المستخدمة وكيفية التعامل معها بين الدالتين: 
. , ( )y ab y a b kx x h

= = +
-

في المثال (5)

يعالج هذا المثال حالة خاصة من قيم b في الدالة الأسية، 
y هي  ex

= ، أي أن الدالة  .e 2 718- b علمًا أن:  e= حيث 
y هي دالة تناقصية. e x

=
- e. أخبرهم أن  12 تزايدية لأن 

تطبيق إثرائي (الطب)
يبينّ كيفية تطبيق التضاؤل باستخدام الدالة الأسية وذلك 

على مادة مشعة تستخدم في المستشفيات. اشرح لهم 
معنى نصف العمر. ثم اطلب إليهم إجراء بحث أو القيام 

بزيارة لمستشفى للتعرف أكثر إلى طبيعة هذه المادة.

الربط  6

التطبيق الإثرائي في الطب يوفر الربط بين الدوال الأسية 
لجهة التضاؤل والمواقف التي تهم كل واحد منا في حياته 

اليومية.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في استخدام الإزاحة (الانسحاب) مع 
. ( )y a b x

= ) والدالة الأساسية  )y a b kx h
= +

- الدالة 

شدّد على فكرة أن h هي إزاحة إلى اليمين إذا كانت موجبة 
وإزاحة إلى اليسار إذا كانت سالبة، وأن k إزاحة إلى أعلى إذا 

كانت موجبة وإزاحة إلى أسفل إذا كانت سالبة.

التقييم  8

تابع الطلاب في فقرات «حاول أن تحل» للتأكد من 
إمكانياتهم على إستيعاب المفاهيم والمهارات التي 

اكتسبوها في هذا الدرس.
58

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  .  , ,y ab b ba 0 0 1x 2! !=  :      (1)

a  b  y 2x
=         y 2x

= -    (2)

a  b  ( )y 3 x
= -

-         ( )y 3 x
= -    (3)

( )y 3 5 x
=      ( )y 3 5 2x

=
-    (4)

a  b  .     

a  b   .3       ( )y 3 2 x
=    (5)

.        (6-12)  

:        y 2
1

53
1x

= +
+

a k   (6)

a  ( )y 3 2 x
=  b  ( )y 3 2 x

=
-  c  y 3 2

1 1x

=
+

a k  d  y 2
1 x

= a k

:       ( )y 43
1 x

=     (7)

a  ( )y 3 4 x
=  b  ( )y 3 4 x

=
-  c  ( )y 13

1
2 2x= +  d  ( )y 23

1 3x=

:    y 2
1

38
x2

= +
+

`
^

j
h

       (8)

a  3-  b  2-  c  8-  d  0

( )g x =  :        ( )( )f x 13 5 x
= -  :   (9)

a  ( )3 5 1x
+  b  ( )3 5 1x

-
-  c  ( )3 5 1x

- +  d  ( )3 5 1x
+

-

:  ( )y 1
52

x
=     ( )y 2

1
5 32x

= -
+      (10)

  3     b    3     a   

  3     d       3 c   

     0.6    ( )y a b x
=        (11)

:  (2 , 1.8)

a  . ( )y 1 8 2 x
=  b  . ( . )y 2 1 80 x

=  c  ( ).y 2 0 6 x
=  d  ( . )y 0 65 x

=

x 0 1 2 3
y 4 5.2 6.76 8.79

 :         (12)

a  x xy 2
1

42
= + +  b  ( . )y 1 34 x

=  c  . ( )y 1 6 4 x
=  d  ( . ) .y 0 6 2 84 x

= +
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اختبار سريع

e إلى أقرب 
3

5

1 استخدم آلة حاسبة لمعرفة قيمة 

جزء من عشرة آلاف. 49.4711

2 اكتب دالة أسية أساسها 2 وتمر بالنقطة (12 ,3).

y 2
3

2 x= ^ h  

إجابات وحلول  9

«عمل تعاوني»

عامل النمو ثابت وهو 2.  (a)

 (b)
t 0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.50 1.75

f(t) 1 1.19 1.41 1.68 2 2.38 2.83 3.36

2 2.25 2.50 2.75 3 3.25 3.50 3.75 4

4 4.76 5.66 6.73 8 9.51 11.31 13.45 16

(c) y 2x=

x

y

1

1

2

3

4

2-1-2-3-4-5
 

تحقق من إجابات الطلاب.  (d)

«حاول أن تحل»
1  y 5

1 x

= ` j

x

y

1

2

3

4

5

6

-3 -2 -1 1

 

x

y

1

1

2

3

4

5

2-1 3

.     ,y y2 22
1

2
1x x

= =-^ ^h h  :    

:

.    :2 .    :1 

y
1

1-1

-1

x

y 22
1 x

= ^ h

y 22
1 x

= - ^ h

x y 22
1 x

= ^ h y 22
1 x

= - ^ h

-2
8
1

8
1

-

-1
4
1

4
1

-

0
2
1

2
1

-

1 1 -1

2 2 -2

3 4 -4

.       a  2

1  y 4 2 x=- ^ h  2  y 4 2 x= ^ h

. a          b  

.a 0!  b 02  , b 1!  y abx=             

.   k    h   y abx
=      y a b kx h= +-

^ h  :   

y 2
1 38

2x

= +
+

2 ` j  :     y 2
181

x

= ` j  :   

:

:1 6543210x

0.1250.250.51248f x1 ^ h  ( )y f x
18 2
x

= =1 1 ` j    

( )f x
18 2
x

1 = ` j  :  

134
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:2 

( )y f x 8 2
1 3

2x

2 2= = +
+

` j  :   

k 3=  , h 2=-  

f x 8 2
1 x

1 =^ `h j  :    

y

x

(0, 5)

(2, 2)

( )f x2

( )f x1

-1-2

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

6

6

7

7

8

8

9

9

10

10

11

11

12

12 13

 .    3     

y 2 3 x= ^ h  :           3

a  y 2 3 x 1
=

+
1 ^ h  b  y 2 3 4x

= -2 ^ h  c  y 2 3 13x
= +

-
3 ^ h  

r 0!   r  y abrx=  :      

f x 39
1 x2

=^ ^h h  :   

:

2.521.510.50x

279310.330.11f (x)

 :   

xf 39
1 x2=^ ^h h  

:  

0.5

0.5-1.5 1-1 1.5-0.5

1

1.5

2

2.5

3

y

x

 xf 39
1 x2=^ ^h h  

xf 39
1 1x2= -^ ^h h  :    4
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2  (a) (1) ( )y 4 2 x
= -

x

y
1-2-3-4-5-6-7 -1

-8

-7

-6
-5

-4

-3

-2

-1

 
 (2) ( )y 4 2 x

=

x

y

1

2

3

4

-1-2-3-4-5-6  
ًّا أما بيان الثانية فيمثل  (b)  بيان الأولى يمثل تضاؤلاً أسي  

ًّا. ا أسي نموًّ

3  (a) ( )y 2 3 1x
1 = +

 x

y

1

2

3

4

5

6

7

-1-2-3-4-5-6-7-8
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:
  e    
    
    .1748 
     

.  

Symbol     e  e 
.y x1

1 x

= +` j  :        

    e    2.718  y      x  
 ( )   e      2.71828   

. e4^ h   ex   e       .  ( )  

x f(x)
2 2.25
4 2.4414
6 2.5216
8 2.5658
10 2.5937
12 2.613
14 2.6272
16 2.6379  

y

x

y = e

2

2

2.5

1.5

0.5

1

4 6 8 10 12 14 16

:(       )       a

2 1 1.53
1

4
3

- -, , , ,e e e e e4

ey x
=  :   b

:

a   .e 7 3892
.  .e 0 3681

.
-  3

1

.e 1 396.  

4
3

.e 2 117.  .e4 0 893.1 5
.

-  

ey x=    ey x=    b

x1-4 -3 -2 -1

1

2

2

3

3

4

5

y  x -2 -1 0 1 2 3
ey x= 0.135 0.37 1 2.718 7.39 20

 

:         5

.(       )  

a  e4 b  e-3 c  e 2
1

137

( )   
 .               
  (Tc - 99 m)   100 mg     

 .  6   

 (Tc - 99 m)      a

.  36   6     

.      b

 (Tc - 99 m)      c

.  75  

:

    (Tc - 99 m)   a

.  6 

 (Tc - 99 m) 
(mg)  

     
(6 h) 

100 0 0
50 6 1
25 12 2

12.5 18 3
6.25 24 4
3.125 30 5
1.5625 36 6  

100 mg  (Tc - 99 m)    b

6 h   b 2
1

=     

(Tc - 99 m)    y :   

.    x
1
6` j      (x)  

y 2
1

100
x

6
1

= ` j  :  

y 2
1

100
x

6
1

= ` j  c

y 2
1

100 6
1 75

=
#

` j  75  x   

y 2
1

100
.12 5

= ` j   

 .0 01726.

0.017 mg  75 h   (Tc - 99 m)   

Technetium 
   (Tc - 99 m)
    .
   
   

.

 
   
  (Tc - 99 m )
.     
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 (b) ( )y 2 3 4x
= -2

 

x

y

1

1

2

3

4

-1
-1

-2

-3

-4

-2-3-4

 (c) ( )y 2 3 13x
= +

-

3

 x

y

1

2

3

4

5

6
7

321 4-1-2

4  ( )y 9
1

3 12x
= -

 
x

y

1

2

3

4

5

6

21-1-2-3

5  (a) e .54 5984 .

 (b) e .0 04983 .-

 (c) e .1 64872
1

.
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Seismograph  
  )  
     (
    

.  
    
    
    

.  

.      x# =     
 ( )E x30 .6 8# #  = E 308

#

 x = 
E
E

30
30

.6 8

8

#

#

 x = 
30
30

.6 8

8

 = 30 .1 2

 .59 2.

.       59.2       

        7         1
    4.9  

.   y   x    b  y bx
=    

 .      y  b   x    
   log^ h    b   y    x  

. log yx =
b

 

:   

  

log 49 2=7 72 = 49

... ...log =10 103 = 1 000

... ...log =3 35 = 243

log 2 2
1

=4 4... = ...

2
1

16
14

=` j

log 25
1

2= -
5

...

... 120 = 1

( ) 

y bx=log y=
b

x
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Logarithmic Functions and their Graphs

 
  ï.   
  ï.    
  ï.    

:  
  ï  

Logarithmic Expressions 
  ï  

Common Logarithms  
  ï  

Logarithmic Functions  

:
    
 Charles F. Richter)
   (1900-1985)
 (Rossi)   
  1880   
     
  (Mercalli) 
  1902   
  1935   

.    
  1977   
  
    

.  
     
     

.1960  22

 

 

:    y 10x
=     1

x 0 1 2 3 4 5 6 7
y  

.y     x     2

0.5  1.5   x   y    3

   
Writing and Calculating Logarithmic Expressions  
       .(E)       
 (E)      5       

.  4       30#  

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

E ◊ 309E ◊ 308E ◊ 307E ◊ 306E ◊ 305E ◊ 304E ◊ 303E ◊ 302E ◊ 30

1 +  

E

30 ◊  

.     8.0  1995    

.  6.8  2011       

               

(    : )

 :

.  8     

E 308# =       

.  6.8     

E 30 .6 8# =       

4-3
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3-4:  الدوال اللوغاريتمية وتمثيلها 
بيانيًّا

الأهداف  1

يستخدم رموز اللوغاريتمات.• 

يوجد قيم المقادير اللوغاريتمية.• 

ًّا.•  يمثلّ الدوال اللوغاريتمية بياني

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

مقادير لوغاريتمية - اللوغاريتمات المعتادة - الدوال 
اللوغاريتمية.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة بيانية - ورق رسم بياني - جهاز إسقاط
(Data Show)- حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

(2)y x
= ارسم بيان الدالة:    (a)

ey x
= ارسم بيان الدالة:    (b)

10x ارسم بيان الدالة:    (c)

927 3x
=

- أوجد حل المعادلة:    (d)

xy 2
= أوجد معكوس الدالة:   (e)

التدريس  5

ًّا، كما أنك أوجدت  تعرفت بعض الدوال ومثلتها بياني
معكوس هذه الدوال وتمثيلها البياني. وفي هذا الدرس، 

سوف تتعرف معكوس الدالة الأسية وهي الدالة 
اللوغاريتمية.

تكمن أهمية هذه الدالة بأنها فتحت آفاقاً واسعة أمام 
العلماء في تبسيط العمليات على الأعداد، ووفرت لهم 

فرصًا كبيرة لمعالجة مواقف حياتية.

في المثال (1)

اطلب إلى الطلاب إجراء مقارنة حول كمية الطاقة المنطلقة 
من زلزالين مختلفين في القوة بحسب مقياس ريختر.
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59

4-3
   

Logarithmic Functions and their Graphs

   A 

:         (1-8)  

(1) 4 162
=  (2) 7 3433

=  (3) 2
1

4
2

=
-

` j  (4) 8 4
13

2

=
-

(5) 3
1

27
13

=` j  (6) .10 0 012
=

-  (7) 6 6 62
3

=  (8) 5 125
13

=
-

:         (9-14)  

(9) log 128 7=2  (10) log 64 3=4  (11) log 100 2=

(12) log 9
1

2= -3  (13) .log 0 0001 4= -  (14) log 5243
1

= -3

:       (15-20)  

(15) log 42  (16) log 82  (17) log 88

(18) log 25
2  (19) log 2

1
2
1  (20) .log 0 01

:        (21-23)  

(21) log ( )y x 1= +
6

 (22) log ( )y x 2= -
8

 (23) log( )y x 42
= -

.1 26 10 2
#

-   (   )   H +6 @     (24)

. H Hlogp = -
+6 @   (pH)    

3.1  (Cider Vinegar)       (25)

. H+6 @     

.         (26-27)  

(26) log ( )y x= 3  (27) log ( )y x 1 2-= +3

log ( )y x= b  :   1      b   (28)

في المثال (2)

شدّد للطلاب على فكرة العلاقة التي تربط بين الدالة الأسية 
ومعكوسها وهي الدالة اللوغاريتمية. اكتب على السبورة 
. أخبرهم أن b هي أساس الدالة الأسية وهي قيمة  by x

=

ثابتة، وأن x هو المتغير. أكّد لهم أن معكوس هذه الدالة 
لا يمكن إيجاده بالطرق التي استخدمناها سابقًا أي بحل 

المعادلة وإيجاد x بدلالة y. شجعهم على كتابة عدة مرات 
. logx y=

b
by معكوسها  x

= ما يلي: 

أعط أمثلة لترسيخ مفهوم هذه العلاقة.

في المثال (3)

يساعد هذا المثال على فهم كيفية استخدام الدالة 
اللوغاريتمية في مواقف حياتية، وذلك بتحويل الدالة الأسية 

وإيجاد معكوسها.

في المثال (4)

يساهم هذا المثال في إيجاد مجال التعريف بالدالة 
 x اللوغاريتمية، ويساعد الطلاب على إيجاد فترة المتغير

عندما يكون متغير الدالة اللوغاريتمية بدلالة x، والمهم هو 
معرفة الطالب أنه من الواجب دائمًا المحافظة على الشرط 

القائل بأن متغير الدالة اللوغاريتمية يجب أن يكون دائمًا 
قيمة موجبة.

في المثال (5)

يبينّ هذا المثال بشكل واضح العلاقة بين منحنى الدالة 
الأسية والدالة اللوغاريتمية، فيكون معكوس الدالة الأسية هو 

أيضًا دالة.

في المثال (6)

يساعد على استخدام دالة المرجع والانسحاب الأفقي 
 blog x والرأسي لرسم دالة لوغاريتمية، ويوضح العلاقة بين 

. log x h k- +b ^ h و

الربط  6

يوفر المثالان (3) ,(1) الربط بين الدوال اللوغاريتمية 
ومواقف حياتية خاصة في مجالي قياس الزلازل وقياس 
درجة الحموضة، وكيفية استخدام هذه الدوال وتبسيط 

الحلول.

:
(   )  + 

... n1 1 1 1 1 1 Nn1 2 3 4 != = = === ^ h :   :

log 1 11
=

1
, log 1 22

=
1

, log 1 33
=

1
 ... :   

.      log y1  

y R6 ! +  ,   b 1R! -
+ " ,  

logy y xbx ,= =
b

   :   x   

.        

.log
8
 16  

:

log x168 =   

16 8x=     

2 24 3x
=  2     

x4 3=     

 x 3
4

=

 log 16 3
4

8 =

:       2

a  log 10010  b  log 279  c  log 32
1

64

:

 log x  log
10

 x  :  10     log x

log
10 

4 = log 4 :

 

 .pH     

 .   [H+]       
.(-log[H+])   pH

 6.6  pH    2.3   pH 
     .         
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  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  logx y=   y 3x
=    (1)

a  b  y 2 x
=

-   ( )log y x- =2    (2)

a  b  . logx2 5= 2   4 5x
=    (3)

a  b  R   ( ) logf x x2
= ^ h   (4)

a  b  y 3x
=    y x 0- =      logy x= 3    (5)

.        (6-11)  

:  logy x= 2    (6)

a  logy 2= x  b  y x2
=  c  y 2x

=  d  logy 2x
=

:  logy x 1= -    (7)

a  R  b  R+ c  ,1 3^ h d  / 1R " ,

:  logy x 12
= +^ h   (8)

a  R  b  R+ c  ,1 3h6  d  ,1 3^ h

:    logy x= 5     (9)

a  logy x 1 1= - -^ h  b  ( )logy x5= 5

c  logy x 1 1= - -5 ^ h  d  logy x 12
= +5 ^ h

:  logy x=     ( )logy x 1 2= + -      (10)

     b        a  

     d        c  

  H+
6 @      logH Hp = -

+
6 @ :  (pH)    (11)

:      4 10 6
#

-   

a  .6 6-  b  6.6 c  .5 4-  d  5.4

:
    

(Maple Syrup)
     
   ( )
    
    
 .    
   
    
    
     
     
    
    
    
   
 .     
    
   
     

.  

 

 

:

         

 pH = -log[H+]
 6.6 = -log[H+]
 log[H+] = -6.6

 [H+] = 10-6.6

 .2 5 10 7
#. -

 pH = -log[H+]
 2.3 = -log[H+]
 log[H+] = -2.3

 [H+] = 10-2.3   

 5 10 3
#. -    

.5 10 2 5 103 7
# #2- -   

.           

.      

 (Maple Syrup)         3
.pH = 5.2

Graphing Logarithmic Functions     
.      

  :
, { }x b0 1R6 2 ! -

+

: , ( ) logf f x xR R" =
+

b  :  
b     

:       
a  ( )6logy x

5
=  b  ( ) log( )x xf 3= -

c  ( ) log ( )g x x2

2
=  d  (( ) log )h x x4 5 3

3
= -

:
a    x x6 0 0&2 2

,0 3+ =^ h     

b    x x3 0 3&2 1-

, 33- =^ h     
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أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

y إلى دالة  bx= قد يخطئ الطلاب في تحويل الدالة 
لوغاريتمية. ساعدهم ، من خلال عدة أمثلة مشابهة 

log بعد تبديل  y x=
b

y أو  bx= للمثال (2)، على كتابة 
المتغيرات.

التقييم  8

تابع باهتمام أعمال الطلاب في فقرات «حاول أن تحل» 
لتدرك مدى قدرة الطلاب على الربط بين الدالة الأسية 

والدالة اللوغاريتمية.

اختبار سريع

5 في الصورة اللوغاريتمية. 25
12

=
- 1 اكتب: 

log 25
1

2= -
5
a k  

3 814
= log3 في الصورة الأسية.  81= 4 2 اكتب 

logy x2
2

= + ًّا الدالة:  3 مثلّ بياني

x

y

-1

-1

1

1 2 3 4

2

3

4

5

6

-2

0

logy x2= +
2
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.     (1)       (2)      (12-15)  

(1) (2) 

:  

 logy x
4
1= -  (12)

 logy x= - 4  (13)

a  y 4x
=

b  y 4
1 x

=
- -

a k

c  y 4
1 x

= a k

d  ( )y 4 x
= -

-

(1) (2) 

:       

( )logy x= 3  (14)

( )logy x4= 2  (15)

a  

1

1-1
-1

-2

-2

-3

-3

-4

-4

-5-6

2

2

3

3

4

4

5

5

6

6

7
8
y

x

b  

1

1

-1
-1

-2

-2

-3

-3
-4
-5
-6
-7

2

2

3

3

4

4
5

5 6 7 8 9

y

x

c  

1

1

-1
-2
-3
-4
-5
-6
-7

2

2

3

3

4

4
5

5 6 7 8 9-1-2-3

y

x

c   x x0 02
&2 2

  x 02   x 01

. , ,0 0,3 3- =^ ^h h     

0R-" ,  
d   x x x3 0 3 5 3

5
5 & &2 2 1- --

. , 3
5

3- =a k     

:        4
a  logy x2 2= + -

5
^ h b  ( ) logf x x 12

4
= +^ h c  ( ) logg x x1= -

7
^ h

(1, 10)

(0, 1)

(1, 0)

(10, 1)

9

7

5 7 9-3

-3

-1-1 x

y

5

3

3

1
1

y
x

=

y = logx

y = 10x

 :      

. y 10x=  logy x=

y 10x=     (1, 10) (0, 1)  

logy x=     (10, 1) (1, 0) 

        
.y = x 

.       

.  logy x=
2

     :      
:

2y x
=     logy x

2
=  

:1 x -1 0 1 2
y 2x= 0.5 1 2 4   

y=
 2

x

y =
 x

(2, 1)

(0.5, -1)

(4, 2)
y = log 2

 x
(1, 2)

(2, 4)

(-1, 0.5)

5

5

4

4

3

3

2

2

1

1-3 -2

-2
-1-1

-3

x

y

 y 2x=     

:2 

y x=   

:3 
      

x 0.5 1 2 4
logy x=

2
-1 0 1 2

 logy x=
2

    

:
      

   

. x x 0R
2

&d6 $

:
| |x x2
=
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إجابات وحلول  9

«عمل تعاوني»

تحقق من إجابات الطلاب.  1  - 3

«حاول أن تحل»

E
E

30 1265
30
30

4.9

7
2.1

#

#
= =  1

  أي أن طاقة الزلزال 7 درجات تساوي تقريباً 265 1 مرة 
طاقة الزلزال 4.9 درجات.

2  (a) ;log x1010
2

=

  ; x10 10 22x
= =

 (b) ; ;9 27 3 32x x 3
= =

  x 2
3

=

 (c) 64 32
1x

=

  2 26 5x
=

-

  x6 5= -

  x 6
5

= -

3  pH Hlog= -
+6 @

 . Hlog5 2 = -
+6 @

 H .log 5 2= -
+6 @

 H 10 5.2
=

-+

 .H 6 31 10 6
#. -+

4  (a) ; ,x x2 0 2 32 !- ^ h

 (b) ; ,x x1 02 3 32 !+ -^ h

 (c) ; ,x x1 0 132 !- -^ h

9 x
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.  logy x=
3

     :       5

Translating Logarithmic Functions    
logy x

b
=  :           

.   k    h  logy x
b

=  :      logy x h k
b

= - +^ h  :   

.    logy x 2 3
6

= + -^ h  :   

:

:1 

logy x
6

=  :   

x log
6
 x y

6 log
6
 6 = 1 1

1 log
6
 1= 0 0

6
1

log 6
1

1=-
6

-1

36
1

log 36
1

2
6

=- -2
 logy x

6
=  :     

:2 

( )logy x 2 3
6

= + -  :    

:  logy x=
6

    
 

x

y

1

1-2

-2

-3

-4

-5

-6

-1
-1

2 3 4 5 6

logy x=
6

( )logy x 2 3
6

= + -

   h 2=-  ( )  

.        

  k 3= -  ( )  

.  3      

.    ( )logy x 3 1= - +
3

 :    6
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«تدريب»

الصورة  اللوغاريتمية الصورة الأسية
log 49 2=

7 7 492
=

log 1000 3=
10 10 10003

=

log 243 5=
3 3 2435 =

log 2 2
1

=
4 4 22

1

=

log 16
1

4
2
1 =

2
1

16
14

=a k

log 1 0=
12 12 10

=  
logy x= 3 نرسم بيان الدالة:   5

x 1 3 9

y 0 1 2  
y باستخدام نقاط الجدول 3x= ثم نرسم بيان الدالة   

التالي:  

x 0 1 2

y 1 3 9  
y

1 2 3
-1

-1

-2

-2

-3

-3

3

2

1

x

 
logy هو إزاحة لمنحنى الدالة:  x 3 1= - +3

^ h   6

، 3 وحدات إلى اليمين ووحدة واحدة  logy x= 3

إلى الأعلى.
y

1

1

2

2

3 4 5 6 7 8
-1

-2
-3

x

logy x=
3

logy x 3 1= - +3 ^ h  
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4-4
 

Properties of Logarithms

   A 

.         (1-8)  

(1) log log7 2+

(2) , ,log logy x x y2
1

0 02 2-4 4 ^ h 

(3) , ( , )log logM N M N4 0 02 2-

(4) , ( , , )log log logx y z x y z0 0 02 2 2+ +

(5) , ( , , )log log log
c a b ca b
2 0 0 04 3 2 2 2+ -  

(6) , ( , )log loga b a b3 0 02 2+

(7) , , ,log log logx y a x y a2
1

3 0 0 02 2 2+ -7 7 7^ ^h h

(8) , ( , , )log log logr x n r x n7 0 0 02 2 2- +

:       (9-16)  

(9) , ,log x yx
y

0 02 25 ^ h (10) , ,log x y x y0 03 5 2 2+ ^ h

(11) ,log ( )x x 2
3

7 2 3 2 2-3 ` j (12) , ( , , )log a b c
c

a b
0 0 04

2 3

2 2 2

(13) , ( , )log M N M N0 03 2 2 2-4  (14) , ( )log xx 054 2

(15) , ( )log ( )x x 12 1 3 2+ -( )  (16) , ( , )log yy
x

x 0 0
2

2 2

.    log 64      :   (17)

log log log5 2 5 2# #!^ h    :  (18)

.        (19-23)  

(19) log log4 16-2 2  (20) log log5 125-5 5

(21) log log3 2 4-2 2  (22) log log1 100+

(23) log log log5 8 2 2+ -

 
Properties of Logarithms

 
  ï.  
  ï.    
  ï.   

:  
  ï  

Multiplication Property  
  ï  

Division Property  
  ï  

Power Property  
  ï 

Sound Intensity  
  ï   

Level of Sound Intensity  

:  
    
  .   
    
     

:   
      a

.GRAPH 

.    b
  EXE    c
.    

:
log m n !+

b
^ h  

,log logm n+
bb

 
     

m n m n#+ =  

4-4

 

.       1

.        

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20
log x

  .          2
a  log 3 +log 5 = ... log (3 ◊ 5) = ...

b  log 1 + log 6 = ... log (1 ◊ 6) = ...

c  log 10 + log 2 = ... log (10 ◊ 2) = ...

...log m n# =^ h  :    :  3

  log n
m       :   a  4

log m , log n
m , n            b  

  )            5
  .(   

a  y = log x3      , y = 3log x
b  y = log x-1      , y = (-1)log x

log mk = ...         6

log 1 000          7

 Properties of Logarithms   
:      

 

, , ,m n b b 1Rd6 !+

log log logm mn n= +b b b   

log log log
m mn n= -b bb   

log logm mkk
= bb  , k Rd   
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خواص اللوغاريتمات  :4-4

الأهداف  1

يتعرف خواص اللوغاريتمات.• 

يختصر المقادير اللوغاريتمية ويفكها.• 

يطبق خواص اللوغاريتمات.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

خاصية الضرب - خاصية القسمة - خاصية القوى - 
شدة الصوت - مستوى شدة الصوت.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة علمية - ورق رسم بياني - جهاز إسقاط
(Data Show) - حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

( )( ) ,x y3 3 4
4

y

x

أوجد قيمة:   (a)

ارسم على مستوى إحداثي واحد الدالتين:  (b)

, ماذا تلاحظ؟  logy y x10x
= =  

4؟ اشرح. 5x x
# هل يمكن تبسيط المقدار   (c)

؟ اشرح.
9
7

y

x

هل يمكن تبسيط المقدار   (d)

التدريس  5

تابع الطلاب بدقة وهم ينفذون فقرة «عمل تعاوني» 
باستخدام الآلة الحاسبة. أرشدهم إلى كيفية استخدام 

المفاتيح وبخاصة أن الآلة الحاسبة تحمل فقط مفتاحين 
log فقط وهذا يعني  لقيم اللوغاريتم: واحد يوجد عليه 

 log اللوغاريتم المعتاد حيث الأساس 10 ويقابله الرمز
ln وهذا يعني اللوغاريتم  فقط، والثاني يوجد عليه 

الطبيعي وأساسه العدد e ويقابله الرمز ln وهذا اللوغاريتم 
سوف نتعرف إليه لاحقًا.

وضّح للطلاب كيفية استخدام الخواص اللوغاريتمية 
لما لها من أهمية في التحويلات بين الأعداد. أعط أمثلة 

متعددة تتناول خاصية الضرب وخاصية القسمة وخاصية 
القوى، مشابهة للأمثلة (3) ,(2) ,(1) .
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   . .log4 0 6021-  ,  .log5 0 6990-  ,  .log6 0 7782-    (24-28)   
.            .     

(24) log20 (25) log16 (26) log1.25

(27) log125 (28) log 36
1

   .              :  (29)
                
       .       
    I0   I  log I

I
10 =

0
    :   (dB)

.

:    

(dB )   W/m2   

120

0

1

10 2-

10 5-

10  6-

10  10-

10 11-

10 12-

 
  

  
 
 

  
  

  

  B 

.     b       a   (1-6)  

a  b  ( )log logx x1 2 12- = -  (1)

a  b  ,log log
x

x x1
2 02 2= -  (2)

a  b  , ,log loglogn
m

m n m n2
1

0 02 2= -c m  (3)

a  b  log loglog16 2 8- =22 2
 (4)

a  b  ( ) , , /log log
log

x y y
x

x y 1R!- =
+ " ,  (5)

a  b  log log4 9 2+ =6 6  (6)

:
log log 33 =

10

c  log logx x
25 25 2

1

= a k

 log x2
1 25

=   

 log logx2
1

25= -^ h  

 log logx2
1

52= -^ h

 log logx2
1

2 5= -^ h  

 log logx5 2
1

= -

.    c b a        2

a  log b72 ^ h b  log
c
3

2
` j  c  log a b7

3 4^ h

:

1  log 1 0=b  2  log b 1=
b

 3  log b mm
=

b

b 1!     b , m 

.log2 0 301.  , .log3 0 477.  , .log5 0 699.      

.            

.(       )

a  log20  b  .log0 5

c  log 3
8  d  log600

:

a  ( )log log20 4 5#=

 log log4 5= +   

 log log2 52
= +

 log log2 2 5= +   

 . .2 0 301 0 699. +^ h

 .1 301.

146

.    (    )      

:          
a  log log8 4-

22
 b  log logx y3 +b b  c  2log log log3 4 16+ -

5 5 5

:

a  log log log log4 4
8 28 - = =2 2 2 2   

b  log log log logy yx x3 b
3

b b b
+ = +   

 ( )log x y3
= b   

c  log log log log log log3 2 4 16 2 2 23 2 4
+ - = + -5 5 5 5 5 5   

 ( )log log2 2 23 2 4
#= -5 5   

 log
2

2 2
4

3 2
#

= 5   

 log 2= 5

.           a  1

1  log log2 6+5 5  2  log log3 4 3 2-b b  3  log log log4 2 5 103 3
- + 3

   log log3 9 9-2 6     :   b  

.    

.            

.    y x       

a  log y
x

5  b  ( )log x3 4  c  log x
25

:

a  log log logy
x x y= -5 5 5   

b  log log logx x3 34 4
= +^ h   

 log logx3 4= +   
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في المثال (4)

اعرض أمام الطلاب عددًا من الحالات تساهم في فهم 
أهمية اللوغاريتم عند حساب شدّة الصوت أو كيفية 

تخفيضه إلى مستويات معينة.

اطلب إليهم دراسة شدة الصوت في مواقف حياتية 
مستخدمًا اللوغاريتمات.

الربط  6

يمكن الاستفادة من المثال (4) للربط بين شدّة الصوت في 
أماكن معينة واللوغاريتمات.
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.        (7-13)  

:  log log2 8 1255+4   (7)

a  4 b  5 c  6 d  15

:  log 45  ,log logx y3 5= =    (8)

a  x y+  b  x y2 +  c  y x2 +  d  x y2

:  ,log log logx x
x

x2
1

02+ +2 2 2 2
 (9)

a  1 b  2 c  x d  2x
:  m n 1+ -    ,log logm n2 3= =    (10)

a  .log 0 06 b  .log 0 6 c  log 6 d  log 60

:        ,m n3 2= =   (11)

a  log logn m2 3
-  b  log logm n2 2

-  c  log logn m3 2-  d  log logm n2 3-

:  log
x
8
3

3c m   (12)

a  log
x

3
8
3  b  log x3

1
8 3

-^^ hh c  log log x2 -  d  log log x2 3-

logL
I

10
10 12= -  :    140 dB  (L)        (13)

:  I   

a  1 b  1000 c  10 d  100

.     (1)       (2)      (14-15)  

.   logL
I10

10 12
= -  :  

(1) (2) 

:  (I)     

:    10 5-  (14)

:    .1 65 10 2
#

-  (15)

 a

 b

 c

  d
 

 

 

 

160

140

120

50

70

90

30

0

  
dB

 

b  .log log0 5 2
1

=

 log 2
1

=
-

^ h

 log2=-   
 .0 301.-

c  log log log3
8

8 3= -   

 log log2 33
= -

 log log3 2 3= -   
 . . .3 0 301 0 477 0 426. .-^ h

d  log log600 2 3 53 2
# #= ^ h

 log log log2 3 53 2
= + +   

 log log log3 2 3 2 5= + +   
 . . . .3 0 301 0 477 2 0 699 2 778# #. .+ +

:  (3)     3

a  log30  b  .log4 5

c  log 25
1  d  log1200

:    
.           .        

.Sound Intensity Level         

.               

:     

log I
IL 10
0

#= c m

(dB)        L  :

(w/m2)   /      I  
10-12     (  )         I

0
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أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

 , ,log log logxy y x3 3 3^ h قد يخطئ الطلاب في العلاقة بين 
فيكتبون على سبيل المثال:

( ) .log log logx y x y=+
3 3 3

 ( ). .log log logx y x y=
3 3 3

أكد لهم أن اللوغاريتم له خاصية التحويل من الضرب إلى 
( )log log logxy x y= +

3 3 3
الجمع كالتالي:

التقييم  8

تابع الطلاب وهم يحلون فقرات «حاول أن تحل» لتقف 
على إمكانيتهم في فهم عمليات التحويل المستخدمة في 

خاصيات الضرب والقسمة والقوى.

اختبار سريع

1 أعد كتابة كل تعبير مما يلي:

(a) log logx y+  log xy^ h

(b) log logx x2 -
3 3

 log x
3

(c) log log3 4+  log 12

2  log log8 2-
2 2

2 أوجد قيمة التعبير: 
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:    

10 12-
^ h    I0    I  log I

IL 10
0

=^ h

     (dB)  

:

L1 =     :  

L2 =      

L1 - L2 :        :

:         

( ) I
I

,logL 101
0

=   ( ) I
. I

logL 10 0 5
2

0

#
= c m

( ) I
I

( ) I
. I

log logL L 10 10 0 5
1 2

0 0

#
- = - c m

 .log logI
I

I
I

10 10 0 5
0 0

#= -^ ^ ah h k

 .log log logI
I

I
I

10 10 0 5
0 0

= - +^ ah k  

 .log log logI
I

I
I

10 10 0 5 10
0 0

= - -^ ^ ^h h h    

 .log10 0 5-=^ h

 .3 01.

3dB       

       25%           (4)   4
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:
      
    120 dB

.160 dB 

:
    
    
    

.
 

 

(  )

 

160

140

120

50

100

90

70

30

80

0

  
dB
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log I
IL 10
0

#=  :    

   w/m2  

140 102   

... ... 10-2  

... ... 10-5   

... ... 10-8   

 ... 10-10    
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إجابات وحلول  9

«عمل تعاوني»

تحقق من إجابات الطلاب، وتأكد من   1  - 7

ممحسن استخدامهم لمفتاح اللوغاريتم الاعتيادي على الآلة 
log الحاسبة 

«حاول أن تحل»
1  (a) (1) log 12

5

  (2) log 2 log 83 =
b b

  (3) log log5 2 32=3 3

2 6! لا. لأن الأساس مختلف حيث   (b)

2  (a) log log b7 +2 2

 (b) log log2 2 3-c

 (c) log loga b3 4+7 7

3  (a) log30 log5 log2 log3 1.477.= + +

 (b) log4.5 log 2
9

2log3 log2 0.653.= = -

 (c) .log log25
1

2 5 1 398.= - -

 (d) .log log log log1200 2 2 3 2 10 3 079.= + +  

I
I

. I
I

.log logL L 10 10 0 25 6 021 2
.- = -

0 0
 4

. dB6 سوف يكون الانخفاض حوالى   

«تدريب»

قوة
الصوت

مستوى شدة 
الصوت

الشدّة
/w m2

نوع الصوت

ا مؤلم جدًّ 140 102
صوت صفارة 

إنذار

ا عالٍ جدًّ 100 10 2- صوت مصنع

عالٍ 70 10 5-
صوت منظف 

غبار

هادئ 40 10 8-
صوت دقات 

الساعة

ا هادئ جدًّ 20 10 10-
صوت تساقط 
أوراق الشجر
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log logx3 7 20=   

log
log

x 3 7
20

=

.0 5132.    

:

7 203x =

.7 20 00382 20.3 0 5132
. .

^ h   

:             1

a  3x = 4                                b  6x = 21                                c  3x + 4 = 101

.        

.     

:     
a  x 253

2
=  ,  x 02  b  m 325

=  ,  m 02

:
a  x 253

2

=

log logx 253
2

=    

log logx 53
2

2
=

,log logx x3
2

2 5 02=   

log logx2
3

3
2

2
3

2 5=a ak k

log x = 3log 5

log x = log 53   

x = 53

x = 125 ,0d 3^ h
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4-5

 
  ï.   
  ï    

.  
  ï     

.

:  
  ï  

Exponential Equations  
  ï  

Logarithmic Equations  
  ï   

Change of Base Formula 

  
     
     
    
   
    
    

.  

  
Exponential and Logarithmic Equations

  

  F   F kw3
2

=    :
  )        (kg)
  w        k 

.(  

:    

 :      a

:    k = 0.421 F = 145 kg

F wk 3
2

=    F , k    1

 w 3
2
   

w   2

 w 3
2

  F wk 3
2

=      3
           

.     2
3

 15 kg   400 kg      .     b

k   

Solving Exponential Equations    
.      7 493x

=         

    b akx
=  :          

:    x 

, ,a b m 1R R6 ! ! -
+ + " ,

log loga b a b,= =m m

.          

7 20x3
=  :     

:

 7 203x
=

log log7 203x
=       
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المعادلات الأسية واللوغاريتمية  :4-5

الأهداف  1

يحل معادلات أسية.• 

يستخدم اللوغاريتمات لحل المعادلات الأسية.• 

يستخدم الأسس لحل المعادلات اللوغاريتمية.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

معادلات أسية - معادلات لوغاريتمية - قاعدة تغيير 
الأساس.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة بيانية - ورق رسم بياني - جهاز إسقاط 
(Data Show) - حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

y بالصورة اللوغاريتمية. 4x
= اكتب   (a)

logy بالصورة الأسية. x= 7 اكتب   (b)

) بصيغة لوغاريتم  )log logx x3+
66

(c)  اكتب المقدار: 
واحد.

log بصيغة لوغاريتم واحد. log35 5- اكتب المقدار   (d)

log بصيغة لوغاريتم  log4 3 6 2+8 8 (e)  اكتب المقدار 
واحد.

log بصيغة لوغاريتم واحد. log5 32+ اكتب المقدار:   (f)

التدريس  5

تعرفنا الدالة اللوغاريتمية على أنها معكوس للدالة الأسية، 
وبالتالي لحل معادلة لوغاريتمية نحن نحتاج إلى استخدام 

الدالة الأسية.

كما أنه لحل دالة أسية، نحتاج إلى استخدام دالة لوغاريتمية 
وبالتالي نحن بحاجة دائمًا إلى آلة حاسبة لتعطينا قيم اللوغاريتم 
المعادلة  تتضمن  هل  الأهم،  السؤال  ولكن   log الاعتيادي 
ًّا log؟ بالطبع يوجد لدينا لوغاريتمات  دائمًا لوغاريتمًا اعتيادي
لها أساسات غير الأساس 10، لذا كان لا بد من إيجاد علاقة 

تحويل بين اللوغاريتمات ذات الأساسات المختلفة.
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:2    

log log x15 = 23   

. log x2 4650 2.  2.4650  log 153   

. log
logx

2 4650 2=     

. log logx2 4650 2 =^ h   

. logx0 7420 .  

x 10 .0 7420
=     

.x 5 5208.    

.log log15 5 5208` . 23

8      log
3
400   a  3

.log x 2 4650.2  (3)   :   b  

            

                 
.      

2 1723x
=  :  

:

2 1723x
=

( ) ( )log log2 172x3

2 2
=    2   

logx3 172
2

=  

log
log

x3 2
172

=     

.x 2 4754.    

7 3 0005x
=   :       4

153

b  m 325
=

2
5

m 32=

2
5

log logm 32=    

2
5

5log logm 2=

,log logm m2
5

5 2 02=   

log logm 5 5
2

2#=

log logm 2 2=  

log logm 22
=

m 22
=

, ,m 4 4 0d 3= ^ h

:      2

a  t 1282
7

=  ,   t 02  b  u 5 1143
- =  ,   u 02

.             

  

, , , ,m b c b c1 1Rd6 ! !+

log
log
log

m
m
b=
c
c

b

log log7 7
log log log log

log
7 3 3 3

7
= = =3

2

2

5

5  :

2    log
3
15    log

3
15      

:

log log
log

m
m
b=

c

c

b

log log
log

15
15
3=

3
    

.2 4650.    
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في المثالين (2) , (1)

لحل معادلة أسية، نجد أننا بحاجة إلى تطبيق اللوغارتيم 
log على الآلة الحاسبة. الاعتيادي 

في المثالين (4) ,(3)

اطلب إليهم كتابة قاعدة تغيير الأساس عدة مرات لكي 
يتمكنوا من استخدامها. أخبرهم أن ذلك ضروري كي 
يتمكنوا من استخدام الآلة الحاسبة. فعلى سبيل المثال، 
. لايوجد على الآلة الحاسبة log7 (أي  log 327 لإيجاد 
لوغاريتم أساسه 7) لذا نحن بحاجة إلى قاعدة التحويل 

فنكتب: 

log log
log

32 7
32

=
7

.log 32 1 781.
7

تطبيق إثرائي

يبينّ كيفية تطبيق مواقف حياتية باستخدام الدوال الأسية 
والدوال اللوغاريتمية لإيجاد الحلول المطلوبة. كما أن 

الرسم البياني يساعد أيضًا على إيجاد حلول تقريبية.

في المثال (5)

لحل معادلة لوغاريتمية، يجب استخدام الصيغة الأسية مما 
يساعد على عزل المتغير، وبالتالي إيجاد القيمة التي تحقق 

المعادلة.

ركّز مع الطلاب على خواص اللوغاريتم التي سبق أن 
تعرفوها.

نبهّ الطلاب إلى ما يلي:

(a) log log logx y x y! !!
b b b
^ h

 log log logxy x y= +b b b^ h ولكن: 

(b) log log logxy x y!b b b^ ^ ^h h h

(c) log
log

log y
x

y
x
!

a

a
a a k

 y
x

x ylog log log= -a a a` j ولأن: 
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65

4-5
  

Exponential and Logarithmic Equations

   A 

:     .      (1-8)  

(1) 6692y
=  (2) 12 202y

=
-  (3) 405 3x

- = -  (4) 144252 1x
=

+

(5) , xx3 27 0
3
2 2=  (6) r2 8 26

5
3+ =  (7) n 12 527

- =  (8) x3 2 334 3
- + =

:           (9-13)  

(9) log 72  (10) log 333  (11) .log 0 08521

(12) log 5105  (13) .log 1 1164

2 80
x
3 =  :   (14)

.   2      (a)  

.   10      (b)  

    .(a), (b)      (c)  

:       (15-20)  

(15) log x6 3 4- = -  (16) 3log logx 8- =

(17) ( )log x3 5 1- =2  (18) log loglogx x 32 8+ - =^ ^h h

(19) log loglogx x 203 2- + = -^ ^h h  (20) 49 2log( )x2 1 =-

(21) 64 4log log
( )x5 3

=
-

             :   (22)
.          80    3.5% 

.  10         (a)  

   15                 (b)  

y

5
4
3
2
1

1-1 -0.5 0.5 x

y 3
2x

=

y 5=

 .      

 3 52x
=       

y 5=   y 32x
=  :    

.(0.732, 5)   

.  0.732     `

 
                  

.   

.2006  65         1990  112  

 .        a

     5            b

.    
:

.y ba x
=      a

16  2006    1990   

 ba112 0
=  112  y  0  x   

 a 112=  b 10
=

  y b112 x
=

 b65 112 16
#=  65  y  16  x   

 b 112
6516

=

 log logb 112
6516

=     

log logb16 112
65

=

 .log b 0 01476904.-    
 .b 0 96656476.

  ( )( . )y 112 0 96656476 x
=

y = 5  b
y

x

6
5

4
3

2

1
y = 112 ^ (0.96656476)x

y = 5

25

(91.79, 5)  

50 75 100 125 150175 200

 ( )( . )y 112 0 96656476 x
=  

( )( . )5 112 0 96656476 x
=  

x 92.   

1990 + 92 = 2082  
.2082    5      

.      
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الربط  6

يوفر التطبيق الإثرائي فرصة أمام الطلاب لاستخدام الدالة 
الأسية في موقف حياتي، حيث تتناقص أعداد النمور 

العربية في شبه الجزيرة العربية، ويبينّ كيفية التعامل مع 
الدالة الأسية والدالة اللوغاريتمية لإيجاد الحل.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في استخدام قاعدة التحويل أو قد 
يستخدمون الآلة الحاسبة مع اللوغاريتم الاعتيادي من 

دون الانتباه إلى أساس اللوغاريتم. نبه الطلاب إلى القاعدة: 
، حيث (log) هو اللوغاريتم الاعتيادي  log log

log
m b

m
=b

وله مفتاح على الآلة الحاسبة.

التقييم  8

إن متابعة المعلم لعمل الطلاب في فقرات «حاول أن 
تحل»، توفر له فرصة للاطلاع على إمكانياتهم في استيعاب 

حل المعادلات الأسية واللوغاريتمية.

اختبار سريع

حل كل معادلة مما يلي:
1  3 81x

=  x 4=

2  5 2 69x
+ =  x 6=

3  log logx 4 3+ =  250
4  log x22 =3  2.814
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إجابات وحلول  9

«عمل تعاوني»

(a) 1  ; .F kw w145 0 4213
2

3
2

= =

  .w 344 423
2

=

 2  .w 344 423
2 3

2

3
2

=_ ^i h

  . .w 344 42 344 42=

  w kg6392.

 3  ;k
F w F w3

2
3
2

= =

  k
F w2

3

=` j

(b) k15 400 2
3

= ^ h

 .k
160000

15
0 2763 .=

«حاول أن تحل»
1  (a) , .log

log
x3 4 3

4
1 262x

c= =

 (b) , .log
log

x6 21 6
21

1 7x
.= =

 (c) , .log
log log

x3 101 3
101 81

0 24x .= =
-+

2  (a) 

 77
; ; ; ;log log log logt t t t t128 2 2 2

7
7 2 42

7
2
7

2
7

= = = = =

 (b) 4; ; log logu u u16 2 3
4

4 23
4

3
4

= = =

  u 8=

3  (a) .log log
log

400 3
400

5 454.=3

  . log
log x

5 454 8=

  . ;log x x4 925 104.925.=

  .x 84168 814.

 (b) log x 22.4650.
2

  x 22.4650.

  .x 5 521.

4  5x7 3000=

 5x
log log7 3000=7 7

 log
log

x5 7
3 103
#

=
^ h

 .log
log

x 5 7
3 3

0 823.=
+

66

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  x 2
1

=   9 3x
=    (1)

a  b  x 10 0.5
=

-   log x2 1= -    (2)

a  b  x 5-=   log( )x 6 0+ =       (3)

a  b  log
log

x 14
146

=   14 1469x
=    (4)

a  b  5 104
#   .log log logx3 6 2 4 9- + =    (5)

.        (6-14)  

:  ( . )1 5 356x
=    (6)

a  x 15.  b  .x 14 5.  c  .x 15 3.  d  .x 16 3.

:  8 10 1008x
+ =    (7)

a  x 6=  b  .x 3 5.  c  x 3=  d  x 2=

:  2

2 512x
=    (8)

a  x 3=  b  x 9=  c  ,x x3 3= = -  d  x 9= -

:  log x2 2= -    (9)

a  x 10 1
=

-  b  x 10 .0 5
=  c  x 10 2

=
-  d  x 10 .0 5

=
-

:   ( ) ( )log logx x2 5 42
+ = -    :    (10)

a  2" , b  3" , c  ,2 3" , d  ,2 3- -" ,

:   ( )log x x 12
- =

2
   :    (11)

a  1-" , b  ,1 2" , c  ,1 2-" , d  ,1 2- -" ,

:  ( )log logx x21 2+ + =    (12)

a  4 b  ,25 4-  c  25 d  ,4 25

:   x 3=   (13)

a  ( )log x6 12
- =

3
 b  log 9 3

2
x

=  c  ( )log x 1 22 + =
3

 d  log logx x 43

3
+ =

3

:  log log81 9 2- =
x x

   (14)

a  -3 b  3
1  c  3 d  9

Solving Logarithmic Equations    
:            

log y x=b           , ,y b b 1R6 !! +  

.      (  )           

log x3 1 5+ =^ h     :  

:

x x3 1 0 3
1

&2 2+ -  :  

,3
1
3- =b l    

log x3 1 5+ =^ h

 x3 1 105
+ =     

 x3 1 100 000+ =

 x 33333=  ,33 333 3
1
3! -b l 

.    

log x7 2 1- =-^ h  :   5

.            

log logx2 3 2- =  :  

:

x 02  :  

,0 3 =^ h    

log logx2 3 2- =

 log
x
3 2
2

=c m    

 x
3 10
2

2
=     

 x 3 1002
#=

 x 10 3!=
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 , ,10 3 0 0 313! -^ h   ,0 3^ h

x 10 3=  :   

log log x6 3 2- =-  :   6

:          

a  log logx x 1 2+ =^ h

b  log log logx x x1 13- - + =2 2 2^ ^ `h h j  ,  ,x 1d 3^ h

c  log 32 5x 1 =+  ,  ( , )x 0d 3

:
a  x x 1 02+^ h     :  

( )x x 1 0+ =   

x 1=-   x 0=  

( )x x 1 02+     x  
x

x

x x

x x

0

0

1 0 1

1 0 1

&

&

1

2

1 1

2 2

+ -

+ -

x

x - - +
x 1+ - + +

x x 1+^ h + - +

-1 0

0
0

0

0

3- 3+

,1 0R - - =6 @  

 ( )log logx x 1 2+ =

 ( )x x 1 2+ =   

 x x 2 02
+ - =

( )( )x x1 2 0+- =

 x 2-=   x 1=

, [ , ]1 2 1 0Rd- - -

,1 2- =" ,      
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b  ( ) ( )log log logx x x1 3 1
- - + =

2 2 2
` j , x   ( , )1 3

 log logx
x

x3
1 1

+
-

=2 2` `j j  

 x
x

x3
11

+
-

=   

 ( )x x x1 3- = +   
 x x2 3 02

- - =

 ( )( )x x3 1 0- + =

 ,x x1 3=- =+

 1-   ( , )1 3  

 3   ( , )1 3

3 =" ,      `

c  ,log x32 5=x 1+   ( , )0 3

 
log

log

x 1

32
5

+
=

^ h
   

 ( )log log x32 15= +   

 ( )log log x32 1 5
= +    

 ( )x32 1 5
= +

 ( )x2 15 5
= +

 x 1 2+ =

 x 1=

 ( , )1 0 3!

1 =" ,      `

:        7
a  ( ) , ,log logx x x x1 12 2 d 3-- = ^ h

b  ( ) ( ) , ,log log log logx x x6 12 2 4 4d 3+ -- = -4 4 4 4 ^ h
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5  ; .log logx x7 2 10 3 451 =- =
-

^ h

6  ;log logx x3
6

10 2002
= =

-

7  (a) log log
x x

x
102

2

-
=c m

  ,x
x x1 10 9

10
-

= =

 (b) log log
x

x12
6

4
2+

=
-44

a ak k

  x
x12

6
4

2+
=

-

  x x2 48 02
+ - =

  x 6=
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4-6  
Natural Logarithm

   A 

:         (1-8)  

(1) ln3 5 (2) ln ln24 6-

(3) ln ln3 5 3-  (4) , ,ln lnm n m n5 0 03 2 2+ ^ h

(5) ln ln2 3 48 -  (6) 7

(7) , ( , , )ln lnln a b c a b c2 2
1

0 0 02 2 2- +  (8) ( ) , , ,ln ln lnx y c x y c3
1

4 0 0 02 2 2+ - ^ h

.lny 7 215 3= +     :  y   (9)

,. .ln x xy 0 05 10 0 09= - =     :  y   (10)

  C   t    R  0.0098V t C lnR= - +  :   (11-12)  
.   V  

30 s   2.7 km/s    20       (11)

6.9 km    50 s   3.15 km/s        (12)

:         (13-18)  

(13) e3 12x2
=  (14) 301

=
+e   x  (15) e 8 69

x

- =

(16) e4 32x 2
=

+  (17) e 4 162 x3 2
+ =

-  (18) e e2 6x x2
= +

:      (19-28)  

(19) ln x 63 =  (20) ln x 14 36- =^ h  (21) 3( )ln x 1 2
- =

(22) ln
x

2
1

4
-

=` j  (23) 2 2ln x 12
=  (24) ln lnx 3 3 3- =

(25) 2 2ln ln lnx1
3 3+ - =  (26) . ln x 61 1 2

+ =  (27) ln x 12 0- =^ h

(28) ( )ln x5 3 23
1

- =

.      logln 5 10+ 2     :   (29)

      n    (W)  (b)    eb 40 300
n

=
-

 :   (30)
15 W     

 4-6 
Natural Logarithm

 
  ï     

. ey x
=

  ï   
.   

:  
  ï  

Natural Logarithm  

  

.e 2 71828.       (4-2)  

.    

y = log
e
 x    y = ex 

:     

 
y

x

4

4 5

3

3

2

2

1

1-3

-3

-2

-2

-1
-1

lny x=
ey x

=

y
x

=

 y = ln x
 x     y 

:     

 1  ey x=

 2  lny x=

:      ln    :  
a  ln5,  ln3,  ln15,  ln5 + ln3

b  ln1,  ln e,  ln e2

     

.        

.           

. , ,k m n   R+     

1  ( ) ......ln mn =  ( .............. )

2  ......ln n
m

=  ( .............. )

3  ......ln mk
=  ( .............. )

4  ......ln e =

5  ......ln ek
=

6  ......eln k =
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اللوغاريتم الطبيعي  :4-6

الأهداف  1

 • ey x
= يوجد العلاقة بين الدالة الأسية 

واللوغاريتم الطبيعي.

يحل معادلات باستخدام اللوغاريتم الطبيعي.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

اللوغاريتم الطبيعي.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة علمية - ورق رسم بياني - حاسوب - جهاز 
.(Data Show) إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

4 81x
=

+ حل المعادلة:  (a)

log x 2 3+ =4
^ h حل المعادلة:  (b)

log x2 3 1- =^ h حل المعادلة:   (c)

log7 باستخدام قاعدة تغيير الأساس. أوجد 21  (d)

التدريس  5

e إلى جانب العددين  .2 71828. يعتبر العدد 
. من أهم الأعداد الحقيقية.وبالتالي  , .π g3 1416 9 8.=

كان اللوغاريتم الطبيعي، حيث أساسه العدد e ، من أكثر 
اللوغاريتمات استخدامًا ويرمز إليه على الآلة الحاسبة

. ln بـ 

يساعد اللوغاريتم الطبيعي على إيجاد حلول سريعة كون 
. وهنا يجب التنبيه دائمًا  log 110 = ، إلى جانب  eln 1=

إلى استخدام المفاتيح على الآلة الحاسبة، حيث إن مفتاح 
. ln log موجود إلى جانب مفتاح 

يمكن استكشاف الفرق بين نتائج اللوغاريتم للعدد 
نفسه باستخدام المفتاحين، لذا يجب الانتباه جيدًّا إلى 

اللوغاريتم المستخدم.
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  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  ( )log ln e 14

4
=  (1)

a  b  4 8 10ln ln ln4+ = 80  (2)

a  b  ln 22
=e  (3)

a  b  e2   ln 2= -x  :   (4)

a  b  5 3ln   e 4 75
x

+ =  :   (5)

.        (6-14)  

:      ln ln3 4 5 2-  (6)

a  ( 18)ln -  b  ln 5
6a k c  ln 2 d  ln 32

:  e 10ln  (7)

a  10 b  e10  c  0 d  10
1

:  ( )ln m2 3 8+ =    (8)

a  e 38
-  b  e

2 3
8

-  c  e
2

38
-  d  e 34

-

:  4ln r 32
=    (9)

a  e
2

2
3

 b  ,
e e
2 2

2
3

2
3

-  c  e
2

2
3-

 d  ,e e2
3

2
3

-

:  e 102x
=    (10)

a  lnx 2
10

=  b  ln 5 c  e
5  d  ln2 10

:     e2
" ,  (11)

a  ln x 2=  b  ln x 22 =  c  ln x 42 =  d  ln x 4=

:  e 13x 1
=

+    (12)

a  lnx 13 1= +  b  lnx 13 1= -  c  lnx 13=  d  lnx 12=

:  ( )ln x 2 62
- =    (13)

a  e2 3
+  b  e2 3

-  c  e2 3
!  d  e2 6

!

:  1+

3 8e
x
2 + =    (14)

a  lnx 2 5 1= -  b  lnx 2 5 2= -  c  lnx 2 4=  d  lnx 2 5 1
1

= -^ h

e8 202x
=   :    

:

 e8 202x
=

 e 8
20x2

=  8    

 .ln lne 2 5x2
=      

 .ln lnex2 2 5=  ln e = 1   

 .lnx2 2 5=  

 .lnx 2
2 5

=  2    

 .x 0 458.    

.e 32( )x4 1
=

+  :     1

.             

  

    7.7 km/s        300 km         :
 v = -0.0098 t + c ln r  :   (v)

    c (s)        t )

.(              r (km/s)  
    25            

      100 s   2.8 (km/s)

:

t = 100 s    ,   c = 2.8 km/s    ,   r ≈ 25   :   

v = -0.0098 t + c ln r :       v 

 v = -0.0098 (100) + 2.8 ln 25

 _ . . ( . )0 98 2 8 3 219. +

 km/sv 8` .

.      7.7km/s     

.         
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في المثال (1)

يوفر هذا المثال فرصة أمام الطلاب لحل معادلة أسية حيث 
أساس الأس هو العدد e، في هذه الحالة يتعلم الطالب 

عزل الأساس e مع قيمة الأس ليتمكن بعدها من استخدام 
. ln e 1= اللوغاريتم الطبيعي علمًا بأن 

 ln lnu uu
= =e e ساعد الطلاب على استخدام القاعدة: 

. x وهذا يسهل أيضًا عزل المتغير x بدلالة المتغير u حيث

في المثال (2)

يوفر هذا المثال فرصة أمام الطلاب لاستخدام اللوغاريتم 
الطبيعي وخاصة أن معادلة أقصى سرعة للصاروخ تتضمن 

. ln اللوغاريتم الطبيعي والممثل بالرمز

كما أن جميع خاصيات اللوغاريتم التي تعرفنا عليها سابقًا 
هي صالحة مع اللوغاريتم الطبيعي أي خاصية الضرب 

وخاصية القسمة وخاصية القوى، وهذا ما تمّ تطبيقه في 
المثال (4).

في المثال (3)

يوفر هذا المثال فرصة للطالب كي يدرك أن الدالة 
اللوغاريتمية تكون معرفة إذا كان المتغير قيمة موجبة 
وهذا المتغير يمكن أن يكون بدلالة متغير آخر أي أن 

x فقط. 02 x3 وليس  5 02+

الربط  6

نجد في المثال (2) كيفية تطبيق اللوغاريتم الطبيعي على 
ا لسهولة الحل باستخدام  مسائل حياتية بشكل بسيط جدًّ

الآلة الحاسبة.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في استخدام الآلة الحاسبة بين مفتاحين
 log log ، ساعدهم على معرفة أن  ln و

تستخدم في اللوغاريتم الاعتيادي والأساس هو 10. أما 
.e فتستخدم في اللوغاريتم الطبيعي وأساسه العدد ln

134
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:
log

e
 x = ln x

    15       (2)   2
          30s    1.2km/s

   300km 

.          

ln x3 5 4+ =^ h   :  

:

x x3 5 0 3
5

&2 2+ -  :  

,3
5
3- =b l   

 ln x3 5 4+ =^ h

 x e3 5 4
+ =      

 x e3 54
= -     5 

 ex 3
54

=
-a k 3    

 .x 16 53.    

:      3

a  e 7.2 9.15
2x

+ =  b  ln
x

5 3
2

7+
+

=b l

.e7 2 5 132x
+ =      

:

7e 2.5 132x + =

 7e 10.52x =     2.5 

 e 1.52x =  7    

160

التقييم  8

تابع بدقة جهود الطلاب وهم يتعاملون مع فقرات
«حاول أن تحل» للتأكد من كونهم قد ميزّوا جيدًّا بين 

اللوغاريتمات التي تعرفوها في هذه الوحدة.

اختبار سريع

أوجد الحل لما يلي:
1  e 3 25x

+ =  3.091
2  eln3 152x

=  2.5
3  ln lnx 4 6+ =  100.857
4  ln ln lnx8 2- =  4

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

تحقق من إجابات الطلاب، وتأكد من أنهم   1  - 5

يستخدمون المفتاح الصحيح على الآلة الحاسبة وهو 
. ln

«تدريب»
1  ( ) ( ) ( )ln ln lnm n m n= + خاصية الضرب 

2  ( ) ( )ln ln lnn
m m n= -` j خاصية القسمة 

3  ( )ln lnm k mk
=^ h خاصية القوى 

4  eln 1=

5  eln kk
=

6  e kln k
=
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 (e) 1.5ln ln2x =      

 2 1.5ln lnex =  ln e 1=    

 .lnx 2
1 5

=  2    

 .x 0 2027.    

:       4

a  e 301x
=

+  b  2 4 72 3x
+ =

-

161

«حاول أن تحل»
1  , .lnx x4 4 32 0 134.+ = -

2  . lnv t c r0 0098= - +  v والمطلوب إيجاد قيمة

 . .( ) lnv 0 0098 1 2 1530= - +

v. وهذه القيمة أصغر من 7.7، لذا لن  2 956.   
يتمكن هذا الصاروخ من بلوغ المدار الثابت وهو 

km300 فوق الأرض.

e . ; .x1 9 1 6055
2x

.=  (a)  3

 (b) ln
x

3
2

2
+

=a k

  .x 20 167.

4  (a) .x 2 4012.

 (b) log log2 3x
=

-
322 2

  .ln
lnx2 3 2

3
1 585.- =

  .x 2 3.
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إجابات «مسألة إضافية»

(a) ey 750 0.183x
=

(b) 2006

(c) 2014

المرشد لحل المسائل

69

  

:      (1-4)  

(1) ( . )y 3 0 25 x
= -  (2) ( ) ( )f x 2

1
6 x

=
-  (3) . ( )y 0 1 10 2x

=
-  (4) ( ) ( )f x 32 1x

= +
+

.                :  (5)
.     

      aby x
=  :         (6-8)  

.    

(2, 3)  3  (6)

(-1, 1)  4  (7)

(0, 3)  2  (8)

     3       5.2      :   (9)
.       x E 30x

#  

:            logy x=
8

    (10)

(a) ( )logy x 28= +  (b) logy x 1
8

= -  (c) ( )logy x 2 1
8

= + -

:       (11-14)  

(11) , ( , )log r n r n0 02 2 24  (12) ,log xx 112
2 2+ -^ ^h h

(13) , ,log a bb
a

0 02 27 ^ h (14) , ( , )log x yx y 0 03 3 2 2 2

:          (15-18)  

(15) log log27 9-3 3  (16) log log2 64 2-2 2

(17) log log16
1

64- -4 4  (18) log log2 5 40+

.       .    :   (19)

:      (20-30)  

(20) x 814
3

=  (21) k3 242
3

=  (22) log x4 3=

(23) log x 42 = -  (24) log logx x2 1=+  (25) ( )log logx x 11-- =

         360         2000   
.   2 260  2011

.      y 2000     P    m    x  a

.2000            ey P mx
=  :     

.  x     :y  
 .2000    :P    :m  

         b

  3       c

.y  x   d

c  b     d       e

:

ey P mx
=  :      a

.2011  2000             

 e2 260 360 11m
=  11  x  360 P  2 260  y 

 e360
2 260 11m

=  360    

ln ln e360
2 260 11m

=       

ln m360
2 260

11=  

 
ln

m 11
360

2 260

=
` j

 11    

 .m 0 167=        

.16.7%         

ey 360 0.167x
=  :    

ey 360 0.167x
=  b

e360 10000.167x 2

e 360
10000.167x 2

. lnx 360
1000

0 167 2

. .
ln

x 360
1000

0 167 6 117672 .

.   1.159          2007  

162

ey 360 0.167x
=  c

e360 3 0000.167x 2

. .
ln

x 360
3

0 167

000

12 69618882 .  

.   3.156    2013    3     

 ey 360 0.167x
=  d

 e
y

360
0.167x

=  360    

 ( )ln ln e
y

360
0.167x

=` j       

 .ln
y

x360 0 167=` j  

 .x
ln

y

0 167
360

=
` j

 0.167    

               c  b   y   e

.

.2007    6      . .
ln

x0 167
360

1000

6 12& .
` j

 b

.2013    12      . .
ln

x0 167
360

3 000

12 7& .
` j

 c

 
  2011        750       2000   

.   5.6      

.2000      x  a

.2000           ey P mx
=  :     

.  x     :y  
.    :m  

.2000     :P  

 2          b

 9          c

.y  x  d

c  b      d       e

163
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(d) .

ln
x

y

0 183
750

=

a k

x. أي أكثر من 5 سنوات، لذا  5 4. (e)  بالتعويض: 
2006

x. أي أكثر من 13 سنة، لذا سنة 2014. 13 6.  

•  y abx
=  :    

•  b      b 12

•  b      b0 11 1

•  a   , b   , c :           y abcx
=

•  y bx
=   log y x=b

•  b  y  log yb  
•  .   b 02  b 1!          bx     b 
•  log y x=b      bx   x
•  log y  log y10     10     
•  .      
•   
•  b 1!  m ,n ,b    

log log logm n m n= +b b b   

log log logn
m m n= -b b b   

,log logm m kk Rk !=b b   
•  .    ba cx

=      
•  , , , log loga b m a b a b1R R m m,d d6 - = =

+ +
" ,

•  m   , b   , c             

b 1!  , c 1!   

log log
log

m b
m

c

c
=b

 .e 2 71828.

 e xln x
=

 ln e xx
=

 ln e 1=

165
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(26) ( )log x 23 4+ =x  (27)  ( )ln ln xx 12- + =  (28) ( ) ( )ln lnx x1 1 4+ + - =

(29) ln( )ln x x2 1 7+ - =  (30) ln lnx 2 43 - =

     .0.75               (31)
      5   10 000

    8        1991  :   (32)
.1.039      

2010       (a)  

     (b)  

  10      (c)  

      5.63   1994        :   (33)
.  2%  

.       (a)  

.  35      (b)  

.(b)            (c)  

   

   
 

  
ey x

=  
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