
 (D'Alembert) في القرن الثامن عشر، طرح دالمبير
التحديد العلمي لمشتقة دالة عند نقطة على أنها نهاية 

متوسط معدل التغيرّ.

وقد تطوّر هذا المفهوم وتركز في أواسط القرن التاسع 
عشر، وكان لاغرانج (Lagrange) أول من استخدم 

) للدلالة على مشتقة دالة عند نقطة. )f x' الرمز 

مشروع الوحدة

اسأل الطلاب إذا كانت لديهم معلومات عن الغطس 
والأدوات المستخدمة في الغطس. اشرح لهم أن حجم 
الهواء في الرئتين يتزايد عندما يصعد الغطاس إلى سطح 

الماء. إذا صعد الغطاس بسرعة كبيرة فإن الفقاقيع الغازية 
حول الجسم تحدث تصلباً في العضلات.

يتعرف الطلاب في هذه الوحدة مشتقة الدالة من الرتبة 
الأولى والمشتقات ذات الرتب العليا، كما أنهم يتعرفون 

مشتقات الدوال المثلثية وقاعدة السلسلة والمشتقة من 
جهة واحدة أو من الجهتين والاشتقاق الضمني.

تبدأ الوحدة بدراسة متوسط التغير والسرعة المتوسطة 
والسرعة اللحظية، ثم يوجد الطلاب ميل مستقيم ومنه 

يستنتجون ميل خط المماس وهو نهاية ميل القاطع عندما 
.h 0"

تعُرّف مشتقة دالة عند نقطة إحداثيها السيني a على أنها 

) في حال وجودها. )lim
h

f a h f a
h 0

+ -

"

^ h

ومن مشتقة دالة عند نقطة تعمم الفكرة للوصول إلى دالة 
. f المشتقة التي يرمز إليها بـ '

يدرس الطلاب قابلية الاشتقاق والحالات الأربع التي 
لا تكون فيها النهاية موجودة، ثم يتعرفون العلاقة بين 
الاشتقاق والاتصال، ويتعرفون أيضًا قواعد الاشتقاق 

التي تعد من المواضيع المهمة في الوحدة نظرًا لكثرة 
استخدامها لاحقًا في الدروس التطبيقية وفي حل المسائل، 
ونشير هنا إلى دراسة مشتقات الدوال المثلثية والتي يحتاج 

إليها الطالب في الدراسات الجامعية وفي بقية الفروع 
العلمية (الفيزياء مثلاً).

في نهاية الوحدة يطبقّ الطالب قاعدة السلسلة التي تسمح 
بإيجاد مشتقات دوال مركبة.

اهتم اليونانيون القدماء (الإغريق) بإيجاد مماسات الدوال 
 (-287, -212) (Archmides) واقترح أرخيمدس

طريقة لإنشاء مماس في نقطة على منحنى لولبي.

بقي الأمر هكذا حتى القرن السابع عشر فتمّ وضع طرق 
علمية لإنشاء المماسات.

 (Newton) ونيوتن (Leinmiz) وقد طور كل من لايبنتز
هذه الطرق وصولاً إلى حساب التفاضل.

    :  
                  :   1

               .       
.12 m  

          .           
               .     

.    

...      :            :  2

.  -   -    :  3

:    4

. atmP 1=^ h  (  )        .         
.       

        . P d
13 1= +  :   ( ) d    P(atm)    

.(qt)   V  V P
12

=    P     V 

.      a  

.        5 m     b  

. md 201^ h           c  

.            d  

                        :  5

.  

 

  
 

       
  

2-12-22-32-42-52-6

The Derivatives
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مقدمة الوحدة
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إجابات «أسئلة حول التطبيق»
(a) 1P =

(b) . atmP 1 385=

(c) 
( )qtV )الحجم  )atmP )الضغط  )md العمق 
11.1421.0771
9.1741.3084
7.7971.5397
6.7801.7710

6213
5.3792.23116
4.5422.64219

(d) 
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الحجم

العمق

التقرير

راجع مع رفاقك الملصق الذي وضعته. واسألهم عن 
مقترحاتهم. تحقق من أن بياناتك وأمثلتك ورسومك 

البيانية دقيقة وواضحة. قارن عملك مع عمل المجموعات 
الأخرى.

  Differentiation  
       
        
   .     
        
  Newton (1642-1727)
   Leibniz (1646-1716)
  1685    

.    

Isaac Newton  
(1642-1727)

        
       

.      

Gottfried Wilhelm Leibniz 
(1646-1716)

   x2     

( ) .f t t
t

x

x
2

= 0

#

  
 (   )   

•  .      

•  .    

•  .       

•  .  ( )    

•  .         

  
•  .          

•  .     

•  .              

•  .      

•  .     

•  .         

•  .        

•  .      

•  .        

•  .     

•  .       

•  .    

 
    -   - ( )dx

d f x^ h - dx
dy  f '    -  

   -   -   -   -   -
  -  -  -  -   -   - ( ) 
    -    -   -   - 

.   - 
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سلّم التقييم
الحسابات كلها صحيحة - الرسوم البيانية 

واضحة ودقيقة وتبينّ العلاقة بين المتغيرات - 
الشروحات واضحة وكاملة - الملصق واضح 

ودقيق.

4

الحسابات في معظمها صحيحة - الرسوم 
البيانية في معظمها واضحة ودقيقة مع بعض 

الأخطاء الخفيفة - الشروحات غير كاملة - 
الملصق ينقصه بعض الدقة.

3

الحسابات تحتوي على أخطاء متعدّدة - الرسوم 
البيانية غير دقيقة - الملصق غير واضح أو 

ينقصه معلومات.

2

معظم عناصر هذا المشروع غير كاملة أو ناقصة. 1
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2 1  
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:
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2
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19 6=
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-
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     t h=      ht 3 +=2

hT =t    3 , h3 +6 @      
   h 0=   t 3=           

.    
      t 3=           
              h   
    h   . /m s29 4          

  
 m s( / )t

d
T
T  

 
 h 

34.31
29.890.1

29.4490.01
29.40490.001

29.400490.0001

  t 3=        
. /m s29 4  

=
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t
d

h
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 =
. .

h
h h4 9 19 6 442
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. . . .
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  d  ( ) .d t t4 9 2= :      

.(  ) (s)   t (m) 

            
:

.    a

.    b

v =  
  

  
 : v    c

Average and Instantaneous Velocity     
 ( dT )           v    

.( t3 )    

             
        (m/s) /   (km/h) /  

.  

                
      :       
              
:              
         ´ ª    .  

.  

    d   ( ) .d t t4 9 2=    50 m    
.(s)   t (m) 

            a

t 3=       b

 
•       

    
.

•     
.  

•       
.  

• .    

:  
•  

 Rate of Change  
•  

Average Velocity  
•  

Instantaneous  
Velocity  

• Slope  
• Tangent  
• Normal  

:
t t tT = -2 1  

t t tT= +2 1   
htT =  
t t h` = +2 1  

:
( ) ( )t tf f-2 1  
( ) ( )t tf fh= + -1 1

 

   
Rates of Change and Tangent Lines

2-1
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معدلات التغير وخطوط المماس  :2-1

الأهداف  1

يدرك مفهوم التغيرّ في الدالة ومعدل التغيرّ • 
ومتوسط معدل التغيرّ.

يحسب السرعة المتوسطة والسرعة اللحظية.• 

يوجد ميل مماس منحنى الدالة عند نقطة.• 

يوجد معدل التغيرّ للدالة.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

المتوسطة  السرعة  التغيرّ -  معدل  التغير -  معدل  متوسط 
- السرعة اللحظية - ميل المماس - العمودي (الناظم).

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة علمية - حاسوب - منقلة - جهاز إسقاط 
.(Data Show)

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاّب الإجابة عن الأسئلة التالية:

(a) على افتراض أن سيارة تسير على الطريق السريع 
km/h110 ، ما المسافة التي تجتازها  بسرعة متوسطها 

في ساعتين ونصف الساعة؟

(b) (1) أوجد ميل المستقيم d المار بالنقطتين: 
.d اكتب معادلة المستقيم , 1; 4 ,A B32 -^ ^h h

(2) أوجد ميل المستقيم 'd المار بالنقطة A وعمودي على 
.d' اكتب معادلة المستقيم . d المستقيم

التدريس  5

) هو المستقيم الذي  ) xf x a b= +  : f بيان دالة خطية
m المعدل الذي  a= y، يمثل الميل  ax b= + معادلته 

تتغير فيه y وفق تغير x . هذا المعدل ثابت. ولكن للدوال 
غير الخطية متوسط معدل التغير يختلف بين نقطة وأخرى 

على منحنى الدالة. لإيجاد متوسط معدل التغير اللحظي 
نستخدم النهايات التي سبق دراستها. تسمح دراسة متوسط 

معدل التغير ونهايته بإيجاد السرعة المتوسطة والسرعة 
اللحظية لجسم متحرك في فترة زمنية ما.
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 1629  Pierre de Fermat       

             

:       

  ( )y xf=       1

 , ( )P a f a^ h   ,   , ( )Q a h f a h+ +^ h  

h aT=      
P

a

Q

a h+

( )f a h+

( )f a

 . h
f a h f a+ -^ ^h h    

  P  Q          2

.    h   
:   m   ( ),P a f a^ h       3

( ) ( )
limm h

f a h f a
0h

=
+ -
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:    ( ),P a f a^ h   f    
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Pierre de Fermat 

(1601-1665)
    
 :(  )  
     
   , ,x y z

  n  x zy
n n n

+ =
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يعود أصل كلمة مماس (tangent) إلى اللاتينية وتعني 
ملامس. إذًا المماس لمنحنى دالة هو مستقيم يلامس 

المنحنى ويكون لهذا المستقيم الاتجاه نفسه مثل منحنى 
الدالة عند نقطة التماس.

مماس الدائرة هو مستقيم يقطع الدائرة في نقطة واحدة 
فقط. لكن هذا التحديد لا ينطبق على غالبية المنحنيات 

x

y
P

(c)
t

l

الأخرى. 

في الشكل المقابل يمثل المنحنى 
 t بيان دالة ويمر المستقيمان (c)
و l بالنقطة P من هذا المنحنى. 

يقطع المستقيم l المنحنى في 
نقطة واحدة ولكن لا يمكن 

اعتباره مماسًا له. في المقابل، المستقيم t مماس للمنحنى 
(c) عند النقطة P، لكنه يقطع هذا المنحنى في نقطة ثانية.

في المثال التوضيحي

v في فترة  يعطي فكرة واضحة عن السرعة المتوسطة 
زمنية ويرتبط مباشرة بالسقوط الحر في الفيزياء. كما يعطي 

 h 0" فكرة واضحة عن تطور معدل السرعة عندما 
ويقرّب مفهوم الاشتقاق للطلاب تمهيدًا للدرس التالي.

في المثال (1)

إيجاد متوسط معدل التغير للوصول إلى ميل المماس لقطع 
مكافئ عند نقطة على المنحنى.

الربط  6

بفرض أن معادلة السقوط الحر لأي جسم على المريخ 

 tو (m) تقاس بالمتر s حيث ، .s t1 86 2
= هي: 

 .(s) بالثواني 

m200 على أرض  ولنفترض أن صخرة سقطت من ارتفاع 

. st 1= المريخ. أوجد سرعة الصخرة عند 

( ) ( ) ( )limV t
h

s h s1 1
0h

= + -
"

 . ( ) . ( )lim
h

h1 86 1 1 86 12 2

0h
= + -
"

3.72=

. /m s3 72 فتكون سرعة الصخرة: 

     h   29.4         
. t 3=       

.29 4 /m s       

 h               

 ( )d t1      t t= 1  

( )d t h+1     t t h= +1  
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1 1
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d t h d t
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1 1^ ^h h
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Average Rate of Change and Tangent Slope
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33

2-1

   

Rates of Change and Tangent Lines

  A 

:           (1-4)  

(1) =( ) ,f x x x1
1

2
-

=

(2) ( ) ,f x x x x4 12
= - =

(3) ,( )f x
x xx 3

2
2=

-
+

=

(4) ( ) ,f x x x4 12
= - =

( )f x = x
2  : f    (5)

.a 0!   x a=   f     (a)  

.a   x a=       .   (b)  

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  ( ) ( )
h

f c h f c+ -   , ( )c f c^ h   f     (1)

a  b  ( ) ( )d t h d t+ -
v h=

1 1  :         (2)

a  b  4  x 2= -   ( )f x x2
=  : f     (3)

a  b  2  x 2= -   ( )f x x=  : f     (4)

a  b  .    ,1 4-^ h   ( )f x 4=  : f     (5)

:
     
    

.    

:
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y

x

=

=

( )

( )2 2

y f x

x
y

h
f h f

T

T -+^ h  :(2, 4)   

h 4+

=

=

=

=

x
y

h
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h
h h

h
h h

2 4

4 4 4

4
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 x
y

lim lim h 4 4
00 hx T
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" "T
^ h  
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,A 1 3^ h   2 2y x
2
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أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

كثير من الطلاب معرّضون لارتكاب الأخطاء عند إيجاد 
ميل المماس على منحنى. أكّد لهم أن استخدام قاعدة 

الميل هي لنقطة موجودة على المنحنى وليس لأي نقطة 
غير موجودة على المنحنى.

التقييم  8

تابع الطلاب وهم يعملون على فقرات «حاول أن تحل». 
تأكّد من أنهم قد فهموا جيدًّا معدل التغيرّ وتمكنوا من 

إيجاد ميل المماس على أنه نهاية لمعدل التغير عندما 
.h 0"

اختبار سريع

 ( )f x x x2
= -  : f أوجد ميل المماس لمنحنى الدالة 

عند النقطة (0 ,1)
( ) ( )

limm h
f h f1 1

0h
=

+ -

"

 lim h
h hh1 1 02 2

0h
=

-+ + - -

"

 =( )lim h1 1
0h

= +
"
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إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

2 0 2- = التغير في الزمن:     (a)

.6. ( )4 9 2 0 192 =- التغير في المسافة:    (b)

2
19.6

9.8 m/sv = = السرعة المتوسطة:     (c)

«حاول أن تحل»
1  =

( ) ( )y f h f
hhx

1 1
2T

T + -
= -

 ( )lim limx
y

h 2 2
0 0hx T

T
= - = -

" "T

34

.        (6-9)  

:  x 2= -   ( )x xf 2
=   : f     (6)

a  1-  b  1
2-  c  1

2  d  1

:  x 0=   ( ) 1
1

x xf
-

-
=   : f     (7)

a  1-  b  0 c  1 d  2

:  x 2=   ( )xf x9 2
= -  : f     (8)

a  -5 b  -4 c  4 d  5

:          ( )xf x x 342
= - +   : f    (9)

a  ,3 0^ h b  ,1 0^ h c  ,2 1-^ h d  ,1 2-^ h
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•     
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• .     
• .     
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•       

.     
•      

.   

:  
•   

Derivative at a Point  
•  

Derivative of a Function 
•    

One-Sided Derivative  
•  

Differentiability  
• Corner Point   
• Cusp Point   
•   

Vertical Tangent  
•   

Discontinuity  

The Derivative

(1) 

l
1

( )f x

l
2

l
3

P1

P2

P3

x

y

f  
 ������� 	 �
�� ���

   l      
       

tanm =   :   

. f     (1) 

   f    l
1
 , l

2
 , l

3

.   , ,P P P2 31

 .    P1^   f   ) l
1
   1

 .   P2   f  l
2
   2

 .    P3   f  l
3
   3

              4
         

Definition of Derivative   
 :  x a=      f      

( ) ( )
lim

a a
m h

f h f
0h

=
+ -

"

a   f          

Derivative at a Point     :

: af '̂ h  x a=   f  
( ) ( )

limaf h
f a h f a

0h
=

+ -

"
'̂ h

.   

    x a=     f       
:    

af '̂ h  dx
dy

x a=

x a=      f    x a=        
( ( )f a'   )
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المشتقة  :2-2

الأهداف  1

يوجد مشتقة الدالة عند نقطة باستخدام تعريف • 
المشتقة.

يوجد المشتقة من جهة واحدة.• 
يتعرف على حالات عدم وجود المشتقة.• 
يميزّ بين الأركان والأنياب والمماس الرأسي.• 
يتعرف العلاقة بين الاتصال عند نقطة وقابلية • 

الاشتقاق.

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

المشتقة عند نقطة - مشتقة دالة - مشتقة من جهة واحدة 
رأسي. مماس  ناب -  نقطة  ركن -  نقطة  التفاضل -   -

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب إيجاد:

(a) lim
x
x

9
3

9x -

-
"

  (b) lim
x

x 4 2
0x

+ -
"

اطلب إلى الطلاّب رسم الخطوط المستقيمة   (c)
، ثم اسألهم عن قياس  ( )f x x 3= - + ) و )f x x 2= +

الزاوية التي يصنعها كل مستقيم مع الاتجاه الموجب 
للمحور السيني، ثم اطلب إليهم إيجاد ظل كل زاوية 

. x ومقارنة ظل كل زاوية مع معامل (tan)
التدريس  5

إن إحدى الطرائق المستخدمة للبدء في هذا الدرس هي 
تقديم الرسم البياني لدالة، وبيان كيف أن ميل خطوط 

القاطع يقترب من نهاية تقابل ميل خط المماس.
ينبغي أن يتعلم الطلاب كيف يوُجِدون المشتقات 

باستخدام التعريف. ويمكن عمل هذا على مرحلتين:
.x a= إيجاد المشتقة عند نقطة معينة   (1)

تعميم العملية لإيجاد المشتقة عند نقطة عامة x . ينبغي   (2)
أن تناقش الطرائق المختلفة لكتابة المشتقات. يمكن إنهاء 

الدرس بمناقشة المشتقات من جهة واحدة. عند مناقشة 
مشتقات من جهة واحدة لدالة معرفة بأكثر من قاعدة مثل 

الدالة في مثال (4)، أكّد أنك توجد قيمة المشتقات من 
جهة اليسار ومن جهة اليمين لدالة واحدة (وليس لدالتين).
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في المثال (1)

 ، ( ) ( ) ( )limf a
h

f a h f a
0h

= + -

"
' استخدام التعريف: 

. f لإيجاد مشتقة الدالة

في المثال (2)

) باستخدام التعريف  )f x x= يوجد قيمة مشتقة الدالة 
البديل. يتطلب الاشتقاق ضرب البسط والمقام بمرافق 

البسط ثم إيجاد النهاية.

في المثال (3)

المشتقة من جهة اليسار لا تساوي المشتقة من جهة 
f(0) غير موجودة، وبالتالي فالدالة ليس لها  ' اليمين إذًا 
x بالرغم من وجود مشتقة لجهة اليمين  0= مشتقة عند 

ومشتقة لجهة اليسار.

في المثال (4)

تطبيق لكيفية إيجاد المشتقة من كل جهة. لاحظ أن بيان 
x وأن المشتقة  1= الدالة (لا يمثلّ ناب أو ركن) عند 

لجهة اليمين تساوي المشتقة لجهة اليسار.

وأشر أيضًا إلى أنه ليس من الضروري أن تكون المشتقة 
من جهة اليسار مساوية للمشتقة من جهة اليمين.

في المثال (5)

تطبيق مباشر لكيفية إيجاد دالة المشتقة باستخدام التعريف 
على دالة حدودية بسيطة.

في المثال (6)

يبينّ هذا المثال أنهّ إذا كانت الدالة غير متصلة عند نقطة 
فإنهّا تكون غير قابلة للاشتقاق عند هذه النقطة.

أشر إلى أنه في هذه الحالة لا يقوم الطالب بدراسة 
الاشتقاق عند هذه النقطة.

في المثال (7)

يختلف هذا المثال عن المثال (6) بحيث إن الدالة متصلة 

2, ولكنها غير قابلة للاشتقاق عند هذه 
1

2a k عند النقطة

. f!
+'-f 2

1
2
1' a ak k النقطة: 

x 0=           f `( )0'

.x 2=    f     ( )f x x 2= -  : f   3

( )f x =
,

,

1
4
1

4
3

1

x

x x

x

2

2

#+
*  : f  

.x 1=           f    

:

:      

  1( ) =
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lim h
f h f
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1 1

h 0

+ -

"
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1 2
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=

+
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lim h

h14
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2 2
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=

+
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h h
14

1
2 4
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4
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1
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1

4
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1 1
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  1
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h h
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1

1 1 11
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:
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=

+
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  1
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1

1
0h +

=
+

+ -
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1 1
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1
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 lim x a
x a

x a=
-
-

"

  lim x a
x a

x a
x a

x a :=
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-

+

+

"
 x a+^ h    

  lim
x a x a

x a
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1

1

  lim
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1
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1
=
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1

=      :  f     2

One-Sided Derivative     
:  'f a

+
^ h       f  

( ) ( )
lim

a a
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f h f
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" +
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:  -f a' ^ h       f  
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f h f
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:
:      

+
( )0 =
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"
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=
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" " "
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في المثالين (9) ,(8)

إذا كانت الدالة متصلة عند نقطة فليس من الضروري 
أن تكون قابلة للاشتقاق عندها وعلى الطلاب دراسة 

الاشتقاق من الجهتين لاتخاذ القرار خاصة أن كل دالة 
معرفة بأكثر من قاعدة.

الربط  6

يستخدم علماء الفضاء الاشتقاق في دراسة سرعة دوران 
الأقمار الاصطناعية على مجالها.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

عند إيجاد مشتقات باستخدام التعريف، غالباً ما يقع 
الطلاب في أخطاء عند تحليل البسط إلى عوامل.

f كثيرة حدود أو دالة نسبية، فإن (h) تكون  عندما تكون 
دائمًا عاملاً للبسط.

التقييم  8

تابع الطلاب وهم يعملون على فقرات «حاول أن تحل»، 
تأكد من استيعابهم لمفهوم الاشتقاق.

اختبار سريع

، ( )f x x x 23
= - +  : f 1 لتكن الدالة 

( )f 0 1= -'   . ( )f 0' أوجد   

( )
,

,
f x

x x

x x

2 1 2

2
1

3 22 2

#
=

+

+
*  : f 2 ادرس اشتقاق الدالة 

) من الجهتين )f 2 2='  .x 2= عند   

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»
1  لأن قياس الزاوية θ التي يصنعها l1 مع محور 

tan 02θ  ،90º السينات أكبر من صفر وأصغر من
`  ميل المستقيم موجب.  

= صفر قياس الزاوية   2

180º90 وº قياس الزاوية بين  3

tan 0 `1θ  

عند نقطة معينة الميل ثابت لكنه يتغير مع تغير النقطة.  4
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The Derivative

  A 
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=
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( ) ( )
limf a x a

f x f a
x a

=
-

-

"
'  :   (2)

x 1=       x 1=          f    (3)
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:
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0 0
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«حاول أن تحل»

1  ' ( 2) ( )limf f h f2 2
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" h
^ h

 ( );lim fh 2 123 12 12
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x f=           f   (8)
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.     b       a   (1-6)  

a  b  . ( )f x 3=l   ( )f x x3 12= -  : f   (1)
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«تدريب»
 (a) x 2=
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=
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:  
• Rule  
• Derivative   

 of a Constant  
•    

 Derivative of Postive  
Integer Powers  

•     
 Derivative of Negative
Integer Powers  

•    
Derivative of the  
Constant Multiple  

•   
 Derivative of the Sum  
and the Difference  

•   
 Derivative of the  
Product and the  
Quotient  

 
Rules of Derivative

������� 	 �
�� ���
.    x      

 1  ( )xg 7=   2  ( )f x
x
3=

 3  ( )u x x
2

= -   4  ( )v x x4
=

          ´   ª  
             

.      

Derivative of a Constant Function     :(1) 
.  x   0( )f x ='     k  ( )f x k=   

.         

:

:   k  ( )f x k=   

 = = =
( )

lim lim limh
f x h f x

h
k k

0 0
h h h0 0 0

+ - -

" " "

^ h

 ( )f x 0` ='

(1) 
:    ( )f x   

a  ( )f x 5=  b  ( )f x e2
=  c  ( )f x 15

=

 ( )f x x=    :(2) 
Derivative of the Function ( )f x x=  

1( )f x ='   ( )f x x=   

 x  
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قواعد الاشتقاق  :2-3

الأهداف  1

يوجد مشتقات دوال:• 
- الثابتة.

- القوى الصحيحة الموجبة.
- الضرب في عدد ثابت.

- الجمع والطرح.
- الضرب والقسمة.

. x ّالقوى الصحيحة السالبة للمتغير -

يكتب معادلة المماس ومعادلة الناظم عند نقطة • 
على منحنى الدالة.

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

قاعدة - مشتقة ثابت - مشتقة قوى صحيحة موجبة - 
مشتقة قوى صحيحة سالبة - مشتقة الضرب بعدد ثابت 

- مشتقة الجمع والطرح - مشتقة الضرب والقسمة.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

أوجد مشتقة الدوال التالية بالتعريف.
(a) ( )f x 5=    (b) ( )f x x=

(c) ( )f x x2
=

التدريس  5

إحدى الطرائق لبدء هذا الدرس هي مناقشة مشتقات دوال 
خطيّة. ينبغي أن يفهم الطلاب بسهولة هذه المناقشة، 

والنتائج هي أمثلة جيدة لتبيان أن قاعدة الأسس (القوى) 
صحيحة. في نهاية هذا الدرس، ينبغي أن يكون الطلاب 

قادرين على اشتقاق كل الدوال كثيرات الحدود والدوال 
النسبية.

إن تعلُّم قواعد الاشتقاق واستخداماتها الصحيحة أمر مهم 
وأساسي لما يتبع، بما في ذلك عملية تطبيقات المشتقات.
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The Sum and Difference Rule     :(5) 
               x   f , g  

.   f , g 

     ( ) ( ) ( ) ( )dx
d f x g x dx

d f x dx
d g x! !=^ ^ ^h h h

     '( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x! != ''^ h    :  
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"
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 ( ) ( )dx
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y t t t6 3
5

163 2
= + - +   dt
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:

 dt
dy

dt
d t dt

d t dt
d t dt

d
6 3

5
163 2

= + - +^ ^ a ^h h k h   

 t t3 6 2 3
5

02
#= + - +      

 t t3 12 3
52

= + -

y x x5 4 63 2
= - +   dx

dy   1

The Product Rule     :(6) 
:       x   f , g  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dx
d f x g x f x dx

d g x g x dx
d f x: : := +^ ^ ^h h h

 ( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x f x: := +' ' '( ) ( )f x g x:^ h      :  
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قد ترغب في اقتراح تعلم الطلاب القاعدة الآتية كعينة للتذكر:

=  e البسط
المقام

o مشتقة

المقام × مشتقة البسط - البسط × مشتقة المقام
مربع المقام  

أشر إلى العلاقة بين مشتقة الدالة عند نقطة وميل المماس 
وtanα، حيث α هو قياس: الزاوية التي يصنعها الاتجاه 
الموجب لمحور السينات مع خط المماس على منحنى 

الدالة.

y
5

4

4

3

3

2

2

1

1
-1

-2

x
α

 

في المثال (1)

تطبيق مباشر على اشتقاق دوال كثيرات الحدود.

في الأمثلة (5) ,(3) ,(2)

تطبيق على اشتقاق الضرب والقسمة.

في المثال (4)

تطبيق مباشر ومهم لإيجاد معادلة المماس عند نقطة لمنحنى 
دالة، ومنه استنتاج معادلة العمودي (الناظم) على المماس.

في المثال (6)

حالة خاصة حيث يمكن استخدام القسمة ثم التبسيط 
لإيجاد الدالة المشتقة.

في المثال (7)

) (أس المتغير عدد  )f x x n
m

= إيجاد مشتقة دالة f حيث 
نسبي).

في المثال (8)

إيجاد مشتقة دالة معرفة بأكثر من قاعدة.
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الربط  6

بفرض أن ردة فعل جسم الإنسان على جرعة من الدواء 
غالباً ما يعطى بالمعادلة:

c كمية ثابتة وM كمية  02 R، حيث  M
c M
2 3

2
= -` j

الدواء الممتصة في الدم. إذا كانت ردة الفعل تغيرًّا في 
ضغط الدم، فإن R تقاس بالملليمتر زئبق.

 R أما إذا كانت ردة الفعل تغيرًّا في درجة الحرارة، فإن
تقاس بالدرجات.

dM نكون قد عرفنا حساسية 
dR وعندما نجد التفاضل 

الجسم على دواء معين.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

يرتكب الطلاب الكثير من الأخطاء عندما يستخدمون 
قواعد الاشتقاق في تطبيق القواعد وفي تبسيط الإجابات 
وخاصة قواعد الضرب والقسمة. ألفت انتباه الطلاب إلى 

تطبيق هذه القواعد بشكل صحيح.

التقييم  8

تابع عمل الطلاب وهم يعملون على فقرات
«حاول أن تحل»، تحقق من طريقة تطبيقهم للقواعد دون 

أخطاء.

اختبار سريع

. ( )f x x x4 32
= + + 1 لتكن: 

  هل لمنحنى الدالة مماسات أفقية؟ إذا كان 
x 2= - نعم،  كذلك، فأين؟  

2  ( )f x
x 3

1
2=

+

( )
x

xf x 2

32 2
=

+

-'
^ h

 . ( )f x' (a)  أوجد   

( )f 1
8

1 = -'  . ( )f 1' (b)  أوجد   
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Rules of Differentiation

  A 

dx
dy  :  (1-4)  

(1) y x x3

3

= -  (2) y x2 1= +

(3) y x x x7 2 154 3 2
= - + +  (4) y x x4 8 12

= - +
-

: ( )f x'   (5-6)  

(5) ( ) x x x xf x 5 6 2 122 3
= - + + +^ ^h h (6) ( )f x x x2 4 5 25

= + -^ ^h h

: dx
dy   y x

x 32

=
+   (7)

.    (a)  

.          (b)  

:
dx
dy   (8-9)  

(8) y
x

x
1

2

3=
-

 (9) y
x
x

1

1
=

+

-

 x 0=     x   u , v   (10)

( )v 0 2='    ,   ( )v 0 1= -    ,   ( )u 0 3= -'    ,   ( )u 0 5=  

x 0=       

(a) ( ) 'uv  (b) '
v
u
` j  (c) '

u
v
` j  (d) 'v u7 2-^ h

.(1 , 2)   y x x3
= +      (11)

   y x3
=             (12)

. ,2 8- -^ h

.(2 , 1)   y
x4

8
2=

+
   ( )      (13)

.   ( )f x'   . ( )
:

:
f x

x x x

x x

4
2

4 22 1

H
=

-

-

*  : f   (14)

,1 0^ h      ( ) x
xf x 2

1
=

+
-      f          4

:    k        ( )g x 0!      g  

     ( ) ( )

( )

dx
d

g x
k

g x

k dx
d g x

2=
-

c
^

^
m

h

h

     ' '
( ) ( )

( )
g x

k
g x

k g x
2

:
=

-
c

^

^
m

h

h   :  

:

 ( )dx
d k 0a =     

   

 ( ) ( )

( ) ( )'
dx
d

g x
k

g x
g x k g x0

2a
# :

=
-

c
^

m
h

              
( )

( )'
g x
k g x

2

:
=

-

^ h

( )f x
x 1

3
2=
+

  ( )f x'  

:

( )f x dx
d

x 1
3

2=
+

' a k

 
x

x
1

3 2
2 2
#

=
+

-

^ h

 
x

x
1

6
2 2=
+

-

^ h

( )f x
x x2 5

4
2=
+ +

-   ( )f x'   5
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إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»
1  ( )g x 0='

2  ( )f x 3
1

='

3  ( )u x
x
2
2='

4  ( )v x x4 3
='

«تدريب (1)»
 (a) ( )f x 0='

 (b) ( )f x 0='

 (c) ( )f x 0='

«تدريب (2)»
 (a) ( )f x x4 3

='

 (b) ( )g x x10 9
='

 (c) ( )h x x12 11
='

«حاول أن تحل»
1  dx

d
x x

y
15 82

= -

f إلى دالة كثيرة الحدود على الصورة: (a) نحوّل   2

( )f x' 3 ثم نوجد  3( )f x x x x35 2
+= + +   

 (b) (1) ( )f x x12 1= -'

  (2) 12 48( )f x x x2
= +'

  (3) ( )f x x x 46 2 3
= -' ^ h

3  ( )f x
x

x x x
2 5

8 8 40 10
3 2

4 3

=
+

- - + +'
^ h

، 33
1 1

y x = - 4  معادلة المماس 

3 3-y x= + معادلة الناظم   

5  8 1
( )f x

x x

x

2 52 2

+
=

+ +
'

^

^

h

h

6  dx
dy

4
7

=
1x=-

7  ( )f x x3
4 3

1
='
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:  f '   ( )
:

:
f x

x x x

x x

2 1

4 1 1

2

1

H
=

+

-
)  : f   (12)

a  1" , b  1R - " ,

c  ,1 3h6  d  R

:  x 3=   ( ) :f x fx x2 13 22
= - +       (13)

a  y x 16= -  b  y x 16= - +

c  y x 13= - -  d  y x 16= - -

:  f     P   ( )f 2 5='   ( )f 2 3=    (14)

y x5 7= +  :    a  

5
1y x 7= - +  :( )    b  

5
1

5
1y x 7

= - +  :( )    c  

5y x 3= +  :    d  

39

  B 

.     b       a   (1-4)  

a  b  dx
dy

2= -   xy 32
= - +    (1)

a  b  dx
dy

x x3 1
22 += +   y x x x3 3

3 2

= + +    (2)

a  b  dx
dy x

x
12 11
3 2 2=

-

+

^ h
  y x

x
3 2
2 5

=
-
+    (3)

a  b  dx
dy

x
3
4=   y

x
x x x1 1

3

2

=
- + +^ ^h h

   (4)

.        (5-14)  

:  dx
dy   y x x x1 2 3

= - + -    (5)

a  x x1 2 3 2
- + -  b  x2 3-  c  x6 2- +  d  x1 -

:  ( )f x'   ( ) x xf x 5 33 5
= -    (6)

a  x x20 60 3
+  b  x x1515 2 4

-  c  x x30 30 4
-  d  x x30 60 3

-

:  dx
dy

1x=
  y

x
x x5 1

2

2

=
+ -    (7)

a  2
7-  b  3-  c  3 d  2

7

:  x 3=   y x x52
= +     (8)

(a) 24 (b) 2
5

-  (c) 11 (d) 8

:    ( )f x x 13= -  : f  (9)

a  x 0=  b  y 0=  c  x 1=  d  y 1=

:  (2 , 3)   y x x3 13= - +      (10)

a  9 b  3 c  3
1

-  d  9
1-

        y x x x2 3 12 203 2
= - - +      (11)

:

a  ( , )1 27-  b  (2 , 0)

c  (2 ,0) , ( 1,27)-  d  ( , ) , ( , )1 27 0 20-

, , : f2 2,3 3-^ ^ h@ (a)  مجال الدالة   8

 2x = f  دالة متصلة عند   

)تبحث  ) : 2

: ,

4 : ,

x

x x

x

x

f

2 2

2

d

d

3

3

=

-

='
^

^

h

h

Z

[

\

]]

]

 '
+

(2) 2
4 3 5

4limf x
x

2x
=

-
- -

=
"+

 (2)
2

1 5 4limf
x

x2

2x
=

-
+ - =

"- -
'

 (2) (2) 4f f= =
+-

' '

 (2) 4f ='

( )
: ,

4 : ,
x

x x

x
f

2 2

2
`

d

d

3

3
=

-
'

^

^ h

@
)

 Negative Integer Powers of x  (   )   x 
 .(3)               x   

.              

 x       :(8) 
 Power Rule for Negative Integer Powers of x  

:  x 0!     n  

dx
d x n xn n 1

= -
- - -
^ h

 nx= -'x 1n n- - -
^ h     

:

 dx
d x dx

d
x
1n
n=

-
^ ah k

 
x
dx
d x1

2n

n
#

=
-

^

^

h

h

 

 
x
n x1

2

1

n

n
#

=
-

-

^

^

h

h      (3) 

 
x

n x
2n

1n

=
- -

 n x 1 2n n= - - -

 n x 1n= - - -

1x =   xd
dy   . y x

x
2

32

=
+  :

:

: x               

     dx
dy

dx
d

x
x

x2 2
32

= +a k

  dx
d x x2

1
2
3 1

= +
-a k

  x2
1

2
3 2

= -
-

- -dx
dy

x2
1

2
3

2
1

2
3

1
1

2

1x x
= = = -

-

= =
: D
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     1( ) =
( ) ( )

1limf x
f x f 1

1x -

-

"- -
'     

  2 3
1lim x

x2

1x

-
=

-
+

" -

  1lim x
x 1

1x

2

=
-
-

" -

  =
( ) ( )

lim x
x x1 1

11x -

- +

" -

1

1
  ( )1lim x

1x
= +
" -

  1 1 2= + =     (1)

     ( )1 =
( ) ( )

1limf x
f x f 1

1x -

-

"+ +
'     

  2 3
1lim x

x 1
1x

-
=

-
+

" +

  1lim x
x2 2

1x
=

-
-

" +

  
=

( )
lim x

x2 1
11x -

-

" +

1

1

  2=      (2)

     + ( )1 2=( )f f1 =
-
' '     (2)  (1) 

 ( )f 1 2` ='

     ( )

:

:

:

f x

x x

x

x

2 1

2 1

2 1

<

>

= =' *   

     ( )
:

:
f x

x x

x

2 1

2 1>
`

G
=' (

:          8

a  
1

( )
:

:
f x

x x

x x

2

234 >

2 G+

-
= )  b  ( )

1 :

:
f x

x x

x x

1

2 1

<2

H

+
= )
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1x = -   dx
dy      y

x
x
8

3 7
2

2

=
+  :  6

(9) 
1-

dx
d x xn

mn
m

n
m

=^ h   :  n 0!    m , n  ( )f x x n
m

=   

.      x  

'x n
m xn

m
n
m 1

=
-^ ^h h     

 '( )f x x
x2

1
= =' ^ h   ( )f x x=    :   

( ) ,f x x x 0>2
3

=  : f    

:

     ( )f x x2
3 2

3

=
1-

'       

 x2
3 2

1

=

 ( )f x x2
3 2

1

='

( )f x x 3
4

=  :  f     7

.     
:

( )
2 1:

x x
f x

x x

2 1 1>

2 G+

+
= )  : f   

  f xl^ h 

:

f , ( , )D 1 1 R,3 3= - =^ @    :  

     
2

( )

1

1

1

:

:

:

f x

x x

x

x

2 1

2

= =' *

     ( ) ( )f 1 1 2 32
= + =
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,1 , : f1,3 3-^ h h6 (b)   مجال الدالة   
 x 1= f دالة متصلة عند 

)تبحث  ) :

: ,

: 1

x

x x

x

x
x

f

12

1
1

d 3

2

=

-

='

^ hZ

[

\

]]

]]

 (1)
1

2 2limf
x

x 12

x 1
=

-
+ - =

"
- -
'

 (1)
1
2 1limf

x
x2

1x
=

-

- =
"

+ +
'

 (1) (1)f f!- +' l

 ( )

: ,

: ,x
x x

x
xf

1
1

1

2
`

d

d

3

3=

-

'
^

^

h

h
*
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:
sec tanx x1

2 2
= +  

csc cotx x1
2 2

= +
 

:

a  sin sindx
dy

dx
d x x dx

d x x2 2: := +` `j j   

 sin cosx x x x2 2
= +

b  =
( ) ( ) ( )

sin

sin cos cos sin

dx
du

x

x dx
d x x dx

d x

1

1 1
2

: :

-

- - -

^ h
  

 =
( )

( )( ) ( )
sin

sin sin cos cos
x

x x x x
1

1 0
2

-

- - - -

 =
sin

sin sin cos
x

x x x
1 2

2 2

-

- + +

^ h

 =
sin
sin

x
x

1
1

2-

-

^ h

 =
sinx1
1

-

c  =( ) sindx
d f x dx

d x2^ h

  = sin sindx
d x x:^ h

 sin sin sin sinx dx
d x x dx

d x: := +^ ^h h

 sin cos sin cosx x x x: := +

 sin cosx x2=

:     1

a  ( ) cosh x x2
=  b  ( ) cosg x x

x
=  c  =

sin cos
sin
x x

xy
+

    :
:         ( ) , ( )sin cosf x x g x x= =  

 =,tan cos
sin

sec cosx x
x

x x
1

=

 =,cot sin
cos

csc sinx x
x

x x
1

=

      x         
:  

1  tan secdx
d x x2

=    2  cot cscdx
d x x2

= -

3  sec sec tandx
d x x x=    4  csc csc cotdx

d x x x= -
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2-4

 
• .    
• .     
•      

.

:  
•   

Derivative of the Sine  
Function  

•    
Derivative of the  
Cosine Function  

•   
Derivative of the  
Tangent Function  

•    
Derivative of the  
Cotangent Function  

•   
 Derivative of sec 
Function

•    
 Derivative of csc
Function

:
   x  

 :  

1=lim
sin

x
x

0x"

 

  
Derivatives of Trigonometric Functions

������� 	
�� ���
( ) sinf x x=  : f    

.   

.             
   :

        1

sin cosdx
d x x=^ h   

        2

cos sindx
d x x= -^ h   

.        

2
-

2 2
5

2
5-

2
3-3- 32- 2

2
3-

-1

1

0

0

1

x

x

y

y

2
-

2 2
5

2
5-

2
3-3- 32- 2

2
3-

-1

(1) 

:(1)  

   , , , ,... ...2 2 2
3

-         ( ) sinf x x=  
.              ( ) cosf x x='

:    

a  siny x x2
=  b  =

cos
sinu x

x1 -
 c  =( ) sinf x x2

100

مشتقات الدوال المثلثية  :2-4

الأهداف  1

يوجد مشتقة دالة الجيب.• 

يوجد مشتقة دالة جيب التمام.• 

يوجد مشتقات الدوال المثلثية الأخرى.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

مشتقة  التمام -  جيب  دالة  مشتقة  الجيب -  دالة  مشتقة 

دالة الظل - مشتقة دالة ظل التمام - مشتقة دالة القاطع -

مشتقة دالة قاطع التمام.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

coslim
h
h 1

0h
-

"
أوجد: 

التدريس  5

يمكنك أن تبدأ هذا الدرس بالطلب إلى الطلاب أن يبحثوا 

) من فقرة  ) sinf x x=  : f ضمن مجموعات عن مشتقة 

«دعنا نفكر ونتناقش»، ثم أن يوجدوا بالطريقة نفسها 

cosdx
d

x

ارتباطاً بهذا الشرح، قد ترغب في أن يعطي الطلاب 

، وقيمًا أخرى  .h 0 001= قيمًا صغيرة لـ h مثل 

أصغر، وأن يرسموا الرسم البياني لناتج قسمة الفرق: 

sin باستخدام الآلة الحاسبة أو الحاسوب sin
h

x h x+ -^ h
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2-4

  

Derivatives of Trigonometric Functions

  A 

dx
dy   (1-4)  

(1) sin tany x x2= -  (2) siny x x4 2
= -

(3) cot
coty x

x
1=

+
 (4) sin

cosy x
x

1=
+

.x 4=   x
xtany =     (5)

x 0=      cosy x=  , cosy x
1

=        (6)

,P 4 4` j       sin coty x x1
2

= + +  :  (7)

  B 

.     b       a   (1-4)  

a  b  sindx
dy

x1= +   cosy x x1= + -    (1)

a  b  
cos xdx

dy 4
2= -   cosy x

4
=    (2)

a  b  1  x =   siny 3= +x      (3)

a  b  .     coty = x    xtany =     (4)

.        (5-9)  

:  dx
dy   siny x x1

5= +    (5)

a  - cos
x

x1
52 -  b  cos

x
x1

52 +

c  - cos
x

x1
52 +  d  cos

x
x1

52 -

:  ( )f 0'   ( ) tanx x xf x 3= +    (6)

a  3-  b  0 c  1 d  3

:    

a  ( ) tan cotf x x x= +  b  ( ) sec sinx x xg 1:= +^ h c  ( ) csc sin tanx x x xh := +

:
a  ( ) tan cotf x x x= +

 ( ) sec cscf x x x2 2
= + -' ^ h sec cscx x2 2

= -

b  ( ) sec sing x x x1:= +^ h

 1( ) sin sec tan sec cos sec tan sec tan sing x x x x x x x x x x1 :: : : : += + + = + x' ^ ^h h

c  ( ) csc sin tanh x x x x:= +

 '( ) csc cot tan cos sec sinh x x x x x x x2: ::= - + +

:     2

a  ( ) tan
tanf x x

x1
=

+  b  ( ) sec cscx xg = +  c  =( ) csc
secx x

xh

, 1P 4
` j      tany x=     :      

:

   
 ( )nta secdx

dy
dx
d x x2

= =

 sec 4 2dx
dy

22 2

x 4
== =

=
^ h

4 , 1P` j      
1

2
1m m=

-
=

-
1    

:   

 1 2
1

4y x- =
-

-` j

 2
1

8 1y x=
-

+ +

,3 2F ` j       secy x=     :       3

102

. siny x=  ، cosy x= ينبغي أن يعرف الطلاب منحنى 

sin من تعريف المشتقة مباشرة،  x يتم برهنة قاعدة اشتقاق 
باستخدام نهايتين أساسيتين هما:

0=coslim
h
h 1

0h

-

"

^ h  ، sinlim
h
h 1

0h
=

"

cos بطريقة مماثلة.  x يمكن الحصول على قاعدة اشتقاق 
قد ترغب في أن تبرز الدور المهم لقوانين مجموع 

cos في هذه  a b+^ h و sin a b+^ h زاويتين في حالتي
الاشتقاقات.

يمكن أن تعرض قواعد اشتقاق الدوال المثلثية الأربع 
الأساسية الأخرى بسهولة باستخدام المتطابقات وقواعد 

اشتقاق دوال الجيب وجيب التمام.

يمكنك أن تلخص الدرس بتقديم جدول يعرض مشتقات 
الدوال المثلثية الأساسية.

اطلب إلى الطلاب أن يناقشوا طرائق مختلفة لتذكر هذه 
المشتقات.

الربط  6

لا يوجد.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

ينسى الطلاب أحياناً أو يطبقون خطأ المتطابقات المثلثية 
الأساسية وقد ترغب في مراجعة متطابقات فيثاغورث، 

مجموع الزوايا، نصف الزاوية. عند استخدام حاسبة بيانية 
أو حاسوب، قد ينسى الطلاب أحياناً استخدام مقياس 

.( )cos x 2 cos بصورة  x2 الراديان أو إدخال تعبيرات مثل 
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:  dx
dy   cosy x

x
1=

+
   (7)

a  
cos
sin

x
x x

1 2-
+^ h

 b  
cos

sincos
x

x x x
1

1
2

+

+ -

^ h

c  
cos

cos sin
x

x x x
1

1
2

+

+ -  d  
cos

cos sin
x

x x x
1

1
2

+

+ +

^ h

:  ,2 0` j   cosy x2=         (8)

a  y x
42= -  b  y x

2 4= - +

c  y x
2 4= +  d  y x

2 4= - -

:  y'  siny x
1

=    (9)

a  cot cscx x:  b  cos x

c  co csct x x:-  d  cos x-

التقييم  8

تابع عمل الطلاب وهم يعملون على فقرات
«حاول أن تحل» للتحقق من مدى استيعابهم وفهمهم لما 

ورد في هذا الدرس.

اختبار سريع

أوجد مشتقة كلّ من الدوال التالية:
1  ( ) sin cosf x x x x= +1

 ( ) cos xf x 2
1

= - sinx' x

2  ( ) sin cos
sin cos

f x x x
x x

=
-
+

2

 2 ( )
( )sin cos

f x
x x

2
2=

-

-'

3  ( ) tanf x
x
x

1=
+3

 
3

( )
( )

( )sec tanx
x

f x x x
1

1
2

2

=
+

+ -'

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»
 ( ) ( )f x x xsin sinlim h

0h
=

+ -

" h
' ^ h

 2 2cossin
lim

x h x x h x
2

0h

:
=

+ - + +

" h

a ak k

 2sin
coslim lim

h

h
x h

2
2

2
0 0h h

:=
+

" "

a
a

k
k

 x xcos cos1 := =

حل آخر:
 ( )( ) x x xsin cos cos sin sinlimf x h h

0h
=

+ -

" h
' ^ h

 x x xsin cos sin cos sinlim h h
0h

+-
" h

 cos 1sin cos
sinlim lim

h
h x h

hx
0 0h h

-
+

" "

^
a

h
k

     1sin cos cos sinlim lim lim limx
h
h x

h
h

0 0 0 0h h h h
:- +

" " " "

 1sin 0x x xcos cos# #+= =

«حاول أن تحل»
1  (a) ( ) cos sinh x x x2= -'

 (b) ( )'
cos

cos sin
g x

x
x x x

2=
+

 (c) ( )
( )sin cos

y x
x x

1
2=

+
l

2  (a) -( )
tan
sec

f x
x
x

2

2

='

 (b) ( )' sec tan csc cotg x x x x x= -

 (c) ' ( )h x xtan1 2
= +

3  6
3

2 18
3-y x + +

π
=
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     . = =( ) ( ),f x g xx x3 12 10
+   

( )'f g x%^ h  a

( )'g f 1% -^ h  b

:

a  ' ( ) ( ) ( )'f g x f g x g x% := '^ ^h h   
 ( ) , ( )f x x g x x6 10 9

= =' '

 6( ) )6(f g x x x10 10
=='̂ h

 ' ( ) 6 10f g x x x10 9` % :=^ h

  6 x0 19
=  x x xm n m n: =

+

b  ( ) ( ) ( )' 'g f x g f x f x% := '^ ^h h

 ( )f x x10 69 := ^ h

 x x10 3 1 62 9
:= +^ h

 ( )'g f 1 60 4 9% - = -^ ^h h

 15728640=-

.    a  (1)     a  1

'( ) ( )g f 0%   '( )f g x%^ h        ( ) , ( )f x x g x x2 43 13
= - + =   :  b  

( ) , ( )f x x
x x g x x2 1

0 12!=
+

= +^ h   :

( )'f g x%^ h     

:

 ' '( ) ( ) ( )f g x f g x g x% := '^ ^h h

 ( )
( )

, ( )'f x
x

x x
x

g x x
2 2 1 1

22 2=
- +

=
-

='

 ( ) 1
( )

1f g x f x
x 1

2
2 2= =
-

+
+

' '^ ^h h  ( )g x  :

 ( )
)

'
(

f g x
x

x
1
1

22 2` % :=
+

-
^ h   

  2

x
x
12 2

+
=

-

^ h
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 2-5

 
•      

.   

:  
•  

Chain Rule  
•  

Composite Function  
•   

Power Chain Rule  

 
Chain Rule

������� 	
�� ���
:   

  ( ) , ( )f x x g x x3 12 2
= + =

  ( ) , ( )h x x q x x3 10
= =

:   

a  ( ) ( )g f g xx g f x 3 12% = = +^ ^ ^h h h

  .... ....x x3 1 92 2 4
= + = + +^ h

 ( ) .... ....dx
d g f x x36 3% = + +^ h

b  ( ) ( ) ..........h f x h f x% = =^ ^h h

  ........ ..............= =

 ( ) ...............'h f x% =^ h

c  ( ) ............q f x% =^ h

   'q f%^ h     

:      ´   ª  

( )f x xq 3 12 10
% = +^ ^h h

.      

.         

Chain Rule  ( )  
     x    g    ( )g x     f   

 ( ) ( )f g x f g x% =^ ^h h

:   x    

' '( ) ( ) ( )g x f g x g x% :=f '^ ^h h

   ( )g x   f     x   ( )f g x^ h       
.x   g  
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قاعدة السلسلة  :2-5

الأهداف  1

يوجد مشتقة تركيب دالتين باستخدام قاعدة • 
السلسلة.

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

قاعدة السلسلة - دالة مركبة - قاعدة سلسلة القوى.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

أوجد مشتقات الدوال التالية:
(a) ( )f x x x2 53

= -

(b) ( )f x x
x

4
2 3

=
+
+

(c) ( ) ( )( )f x x x2 1 3 4= - +

(d) ( ) sinf x x x= +

التدريس  5

يمكن أن توفر فقرة «دعنا نفكر ونتناقش» مقدمة لقاعدة 
السلسلة. ولأن هذين المثالين يسهل فهمهما، فإنهما 

يساعدان على جعل قاعدة السلسلة تبدو معقولة.

ًّا لتعليم الاستخدام الصحيح  يستخدم الكتاب مدخلاً تقليدي
لقاعدة السلسلة:

) بوضع )y f g x= ^ h أوّلاً: يتعلمّ الطلاب إيجاد مشتقة
، ثم تطبيق  ( ) ( )f g x g x' l^ h ، وحساب المشتقتين  ( )g x

قاعدة السلسلة للحصول على:
 ( ) ( ) ( ) ( )' ' 'y f u g x f g x g x= =' '̂ h
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   ( )s t   

    t  
:  v   

'( )dt
ds

v s t= =  

:
   v dt

ds
=

    
.    

:
    

 

:   t 0$            

.t       . ( )cosS t 12
= +

:

(    v) Sv dt
d

=     :  

cos( ) ,uS u t 12
= = +    :       S   

:

   ( )
S

sindu
d u= -  cos( )uS =

   dt
du t2=  1u t2= +

:   

   S S
dt
d

du
d

dt
du
:=

  ( )sin u t2:= -^ h

  ( )sin t t1 22 := - +^ h

  sint t2 12
= - +^ h

. x    siny x x2
= +^ h   4

:       (4)  
.       dx

d
cos sinf x f x f x:=- '^^ ^ ^hh h h

.    ( ) sinf x x3
=    :   

:
 ( ) , ( )sing x x h x x3

= =  :  

 ( ) ( )( )f x h g x` %=

 '( ) ( ) ( )f x xh g%='

  ' '( ( )) ( )h g x g x:=

  )( cosx xg3 2 := ^ h

  cossin x x3 2
=

.    ( ) cosf x x5
=     :    5
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( ) , ( )f x
x
x g x x

4
4

2

2

=
+

-
=   :  2

'f g%^ h  (1)     

.     (Leibniz)    

   
:  ( ) , ( )y f u u g x= =   

dx
dy

du
dy

dx
du
:=

 ( )u g x=    

,y u u u x3 1 5 23 2
= - + = +  :  

   dx
dy  :

:

 dx
dy

du
dy

dx
du
:=

 du
dy

u3 32
= -

 dx
du x10=  x   

 dx
du u x3 3 102

#= -^ ^h h u   

 dx
dy

x x3 5 2 3 102 2
#= + -^_ ^h i h  

 x x x750 600 905 3
= + +  

,y u u u x x4 3 22 3
= + - = +     :  3

.    dx
dy     :  
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 ( )g x عندئذ تختصر العملية بالتعويض عن u والإشارة إلى 
على أنها الدالة الداخلية.

ينبغي أن يقوم الطلاب بكثير من التدريبات على قاعدة 
السلسلة حتى يتمكنوا من استخدامها بصورة متقنة.

dx
dy

du
dy

dx
du

#= عند تقديم صيغة لايبنتز لقاعدة السلسلة، 

dx تحسب 
du  ، ( )u g x= dx تحسب قيمتها عند 

dy أكِّد أن 
. x قيمتها عند

في المثالين (2) ,(1)

تطبيق مباشر لقاعدة السلسلة.

في المثالين (5) ,(3)

تطبيق لقاعدة السلسلة (الصورة الأخرى).

dx بطريقة أخرى؟
dy اسأل الطلاب: هل يمكن إيجاد 

ناقش مع الطلاب الوقت والجهد اللازمين في حالة 
التعويض عن u في y، ثم التبسيط وإيجاد المشتقة.

في المثال (4)

استخدام مشتقة دالة لإيجاد السرعة اللحظية لجسيم 
يتحرك على خط مستقيم.

في المثالين (7) ,(6)

يبينّان كيفية استخدام قاعدة سلسلة القوى. تأكّد من تمكّن 
الطلاب من المثالين، يمكنك إعطاءهم أمثلة إضافية.

الربط  6

يشكّل المثال (4) ترابطاً مع الفيزياء وحركة الأجسام.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

 ، ( )f g x= ^ h في تطبيق قاعدة السلسلة الأولى لإيجاد مشتقة
) في الإجابة. ساعد الطلاب  )'g x يحدث خطأ شائع بإغفال العامل 

من خلال أمثلة متعددة على تخطي هذا الخطأ.

حثّ الطلاب على القيام بالكثير من التدريبات على تمارين 
شبيهة بالمثال (3).
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Chain Rule Powers    
.   n     ( )y f x n

= 6 @     :            

:        

  
:    n      ( )f x   

( ) ( ) ( )dx
d f x n f x f x1n n :=

- '^ ^h h

'y  :      y x x3 5
325

= + +^ h  :

:

     y x x3 52 35
= + +^ h

  x x3 52 5
3

= + +^ h  x xm n
m

n =

 'y x x x5
3

3 5 2 32 5
3

:= + + +
1-

^ ^h h

  x x x5
3

3 5 2 32 5
2

:= + + +
-

^ ^h h

  
x x

x

5 3 5

3 2 3
2 25

=
+ +

+

^

^

h

h

'y  :      y x x2 3 424 34
= - +^ h  :  6

x 3=    siny x5
=     

:

   = ='( )sin sin sin cosdx
dy

x x x5 54 4 :x

   =dx
dy

5 2
3

2
1

32
45

3

4

x
=

=

c am k  :   

-x 2
1

!         
( )

y
x2 1
1

3=
- -

       7
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43

2-5

 

Chain Rule

  A 

. ( )'f g x%^ h   (1-3)  

(1) ( ) , ( )f x x g x x2 1 3 2
= + =  (2) ( ) , ( )f x x

x g x x1
12

=
-

= +

(3) ( ) , ( )f x x g x x5 12 15
= - =

. x     'f g%^ h   (4-6)  

(4) ( ) , ( ) ,f x x xx g x1 15
= + = =

(5) ( ) , ( ) ,
cos

f x x g x x x
x

1 1
42= + = =

(6) ( ) , ( ) ,f x x x
x

g x x2
1

10 12
2

=
+

= + + x 0=

.    dx
dy   (7)

(a) ,cosy u u x6 2= = +  (b) ,y u u x5 4 3 123
= + = +

sin coss t t2
3

4
7

= +a `k j  dt
ds   (8)

dx
dy   (9-15)  

(9) tany x x2 3
= -^ h (10) siny x3 1= +^ h (11) tan secy x x 2

= +^ h

(12) y x
x

1
1 2

=
+
-

a k  (13) y x1 6 3
2

= -^ h  (14) y
x

x
1 2

=
+

(15) siny x3 22
= -^ h

:  (16-17)  

.      (a)

.               (b)

(16) ( ) ,,f x x 5 2 32
= + ^ h 

(17)  ( ) , ,g x x 1 0 13 8
= +^ ^h h 

التقييم  8

تابع الطلاب وهم يعملون على فقرة «حاول أن تحل». 
تحقق من عمل الطلاب وتأكد من فهمهم لاستخدام 

قاعدة السلسلة.

اختبار سريع
π

cosy x2 6= -` j إذا كان dx
dy 1 أوجد 

 sin x2 2 6
π

- -` j

2  ( ) , ( )f x x x xg2 1 2
= + =

( )f g x% l^ h أوجد:   

 ( )'f g x x4% =^ h

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»
 (a) x x xg f 9 6 14 2% = + +^ ^h h

 36 12 0dx
d

g f x x x3% = + +^ ^h h

 (b) ( ) ( )h f x h f x h x x3 1 3 12 2 3
% = = + = +^ ^ ^ ^h h h h

 (3 1)18( )'h f x x x2 2% = +^ h

 (c) 3 1 3 1q f x q x x2 2 10
% = + = +^ ^ ^ ^h h h h

كلا.  

«حاول أن تحل»

طريقة أخرى:  
1  (a) f g x x x3 1 3 110 2 20% = + = +^ ^ ^h h h

 ( )'f g xx 60 19% =^ h

 (b) ( ) ( ) ( )' 'f g x f g x g x% := '^ ^h h

  ( ) , ( ) ,f x x g x x6 132 12
= - =' l

 ( ) ( )f g x x6 13 2
= -'̂ h

 ( )f g x x xx 6 13 781 2 123 38% := - = -'^ ^h h

 ( )'g f x xx 78 2 42 123% = - - +^ ^h h

 0( )'g f 0% =^ h
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  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  sindx
dy

x33= ^ h  cosy x3= ^ h   (1)

a  b  
x xcscdx

dy 210
2

2= a k  coty x
2

5= ` j   (2)

a  b  dx
dy

x x
x

2 1
2

11
= - + +

-
^ ch m  y x

2
= +

-
x^ h    (3)

a  b  sindt
d ts

3 2 3= -` j  2 3tcoss -= ` j   (4)

.        (5-9)  

:  dx
dy   x xsin cosy 5 3

= -
-    (5)

a  sin cos cos sinx x x x5 36 2
-

-  b  sin cos cos sinx x x x5 36 2
+

-

c  sin cos cos sinx x x x5 36 2
- -

-  d  sin cos cos sinx x x x5 36 2
- +

-

:  dx
dy   y

x2 1
3

=
+

   (6)

a  x3 2 1 2
3

+
-

^ h  b  x3 2 1 2
3

- +
-

^ h

c  x3 2 1 2
1

- +
-

^ h  d  x3 2 1 1
+

-
^ h

:  dt
ds   sin coss t t3

4
3 5

4
5= +    (7)

a  sin cost t4
3

4
5-  b  cos sint t4

3
4

5+

c  cos sint t4
3

4
3-  d  cos sint t4

3
4

5-

:  d
dr   ( )tanr 2= -    (8)

a  ( )sec 22
-  b  ( )sec 22

- -

c  ( )sec 22
+  d  ( )sec 2 -

:  x 1= +   'f g%^ h   ( )u g x x5= =  ( ) cotf u u
10=    (9)

a  4
3  b  4

c  4-  d  4
3

-

2  = , ( )( ) 'f
x

x g x
x

x
4

16
2

1
2 2

+
='

^ h

 = =( )'f g
x

x
x x

x
4

16

2
1

4
8

2 2% #
+ +

^
^ ^

h
h h

 =( )'f g 25
8

1%^ h

3  ;du
dy

u dx
du

x2 4 6 12
= + = +

 ( )d
dy

du
dy

dx
du x x xx 2 2 4 6 13 2: := = + + +^ ^h h

  x x x x24 16 24 2 45 3 2
= + + + +

4  cosdx
dy

x x x2 1 2:= + +^ ^h h

5  ( ) cos sinf x xx 5 4
= -'

6  y
x x

x x

2 2 3 4

3 4 3
4 24

3

=
- +

-
'

^ h

7  ;y
x

y
2 1

6
04 2=

- -
' '
^ h
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. x   y x x x2 4 3 527
= - + -       

:

 y x x x2 4 3 527
= - + -

 'y dx
dy

x x14 8 36
= = - +     

 ''y
dx
d y

x84 8–2

2
5= =     

 x420= ='''y
dx
d y

3

3
4     

 y
dx
d y

x1680( )4
4

4
3= =     

y x x4 5 75 3
= - +  :   1

.      

. y y(4)
=    . siny x=   

:

siny x=  R   x     y

 ' cosy x=     

 sinx= -''y     

 cosx= -'''y     

 (4) siny x=     

 y y(4)` =

. cosy x=  :   2

. 0=''y y4( )
+    
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2-6
     

Higher Order Derivatives and Implicit Differentiation

 
• .  
• .  

:  
•    

Higher Order 
Derivative

•  
Implicit Derivative  

:

( ) ( )a y f x=  

'( )b dx
dy

y=  

:
   

    
.  

:
     

  yn  y( )n   
. y  

������� 	
�� ���
( ) x xf x 3 54 2

= - +     :

:

1  ( ) ( )f x g xf= ='

2  ( )'g x f=

( ) ( )( )' 'g x f x= '  

Higher Order Derivatives      :
   'y     'y dx

dy
=        

. x   y   

           'y^ h   
:    x

''
'( )

dx
d y

dx
d

dx
dy

dx
d y

y 2

2

= = =a k

. x  y       

 x              
:   

''
'

'
'

dx
d y

dx
d

dx
d y

dx
d y

y 2

2

3

3

= = =
^

d
h

n

. x   y       

  n   y    n 1>     n    
:     x

y dx
d y dx

d y( ) ( 1)
n

n n
n

= =
-^ h
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6-2:  المشتقات ذات الرتب العليا 
والاشتقاق الضمني

الأهداف  1

يوجد المشتقات من الرتب العليا.• 

يوجد مشتقة بطريقة الاشتقاق الضمني.• 

يثبت صحة متطابقات.• 

المفردات والمفاهيم  2

مشتقة ذات رتبة عليا - اشتقاق ضمني.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

,f x x x g x x5 1
14 2

= - + =^ ^h h إذا كانت: 

( ) ( ) , ( ) ( )'h x f x u x g x= =' فأوجد: 

( ) , ( ) ( )' 'l x h x v x u x= =^ h ثم أوجد: 

التدريس  5

نحتاج أحياناً في الفيزياء وغيرها إلى إيجاد مشتقة الدالة 
المشتقة أي المشتقة من الرتبة الثانية والتي نرمز إليها 

) وقد نحتاج أيضًا إلى إيجاد المشتقة من الرتبة  )''f x بـ 
. ( )f x( )4 ) والمشتقة من الرتبة الرابعة  )'''f x الثالثة 

. f x( )4
^ hو f x4

^ h أشر إلى الفرق بين

 ( )g x( )4 ) و )'''g x  ، ( )'' xg ) و )'g x خاص للمعلم: لإيجاد 
.g x x

1
=^ h حيث 

( 1)
( )

!
g x

x
n( )
n

n
n 1

-
= + يمكن الاستنتاج أن 

x y 12 2
+ = اسأل الطلاب: إذا كان لدينا المعادلة: 

(معادلة دائرة)، فكيف يمكننا إيجاد ميل المماس عند نقطة 
على هذه الدائرة؟

طرق الاشتقاق التي تعرف عليها الطلاب لا تسمح 
بإيجاد المشتقة في هذه الحالة ثم ميل المماس. لحل هذه 

الإشكالية نعرض الاشتقاق الضمني.
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y y x5 03 32
+ - =     dx

dy  

:

:    ( )y f x=   

 ( ) ( )f x f x x5 03 32
+ - =^ h

:       

 ( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x x3 010 32 2: :+ - =' '^ h

:  

 ' 'y y yy x3 10 032 2
+ - =

: 'y      

 'y y y x3 10 32 2
+ =^ h

 'y
y y

x
3 10

3
2

2

` =
+

:           

 yy2= ''( )y2

 'y y3='( )y3 2

:    ='y dx
dy  

a  y xy x72
+ =

b  y x x y2 5
= +

:

:       x   y   x      a

( ) ( ) ( )dx
d f x n f x f x1n n

=
- '^ ^h h: D  

 ' 'yy xy y2 1 7+ + =

 'y y x y2 7+ = -^ h

 'y y x
y

2
7

=
+

-

b  y x x y2 5
= +

 ( )
dx
dy

dx
dx

dx
d x y2 5

= +
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cosy x
1

=   ''y  

:

 cos secy x x1
==

 ' sec tany x x=

 ='' sec tany dx
d x x^ h

 tan sec sec tanx dx
d x x dx

d x= +

 . . .tan sec tan sec secx x x x x2
= +

 sec tan secx x x2 3:= +

siny x
1

=   ''y   3

Implicit Derivative    :
:  ( )y f x=           

1

1-2

-2

-3

-3

-4

-4

-5

-5

-1
-1

2

2

3

3

4

4

5

5

y

x

(
)

f
x

x

25
2

=

-

1

(
)

f
x

x

25

2

=
-

-

2

 , , ...y x x y x3 2 1 42 2== - + +  

y xy x- =    

y x
x

1=
-

  ( )y f x=       

.x 1!             

         x y 252 2
+ =   

 .( , )5 0-  ( , )5 0   

      

     ( )y f x x25 2
= = -1 1  ,  ( )y f x x25 2

= = - -2 2

. 5-  5       

                  

   x       x     y       
.       

.   ,x y^ h        x, y  dx
dy      

.     dx
dy     
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في المثالين (2) ,(1)

تطبيق مباشر لمفهوم المشتقات ذات الرتب العليا. أشر 
إلى أنه لإيجاد المشتقة من الرتبة الرابعة يجب إيجاد أولاً 

المشتقة من الرتبة الثالثة والتي تحتاج إلى المشتقة من 
الدرجة الثانية.

في المثال (3)

cosy والتي تكتب  x
1

= إيجاد المشتقة من الرتبة الثانية لِـ 
y نحتاج لاستخدام مشتقة  . ولإيجاد '' secy x= أيضًا 

حاصل ضرب دالتين.

في المثال (4)

x تطبيق الاشتقاق الضمني لإيجاد مشتقة. ذكّر الطلاب أن 
. 'y x' بينما y دالة ومشتقتها  1= متغير وبالتالي 

في الأمثلة (7) ,(6) ,(5)

استخدم الاشتقاق الضمني لإيجاد ميل المماس على 
منحنى، وبالتالي إيجاد معادلة المماس عند نقطة تقع على 

المنحنى. أعد تذكير الطلاب بأن النقطة يجب أن تنتمي 
إلى منحنى الدالة.

في المثالين (9) ,(8)

 y أو ( )f x استخدم الاشتقاق الضمني لإثبات علاقات بين 
ومشتقاتها من الرتب العليا.

الربط  6

لا يوجد.
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أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

 dx
d
x قد يخطئ الطلاب في الاشتقاق الضمني عند إيجاد 

. dx
dy و

) مستقيم  )f x x= ، أشر إلى أن بيان  dx
d
x 1= ذكّرهم بأن 

) بينما  )f x 1=' يمر بنقطة الأصل وميله 1 وبالتالي 
'dx

d y y=

التقييم  8

تابع الطلاب وهم يعملون على فقرات «حاول أن تحل». 
تحقق من عملهم وتأكد من تمكنهم من إيجاد المشتقات 

من الرتب العليا ودقة تطبيقهم للاشتقاق الضمني.

اختبار سريع

. ( )f x''' ) فأوجد  )f x x
x 1

=
+ 1 إذا كانت 

 ( )f x
x
6
4=

-'''

) على  , )2 1 2  أوجد معادلة المماس عند النقطة 

x y4 82 2+ = منحنى المعادلة: 

 y x2
1

2= - +
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إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»
1  ( )f x x x4 63

= -'

2  ( )'g x x12 62
= -

 f( ) ( ) 'g x x=' '^ h

«حاول أن تحل»
1  'y x x20 154 2

= -

 ''y x x80 303
= -

 '''y x240 302
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=
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2-6

     

Higher Order Derivatives And Implicit Differentiation

  A 

dx

d y
3

3

  
dx

d y
2

2

  dx
dy    :  (1-6)  

(1) y x x x x2 34 3 2
= - + -  (2) y x x x 12 435

= - + - +

(3) y x 2
3

=
-

 (4) y xsin 2=

(5) y xcos 4=  (6) siny x2
=

dx

d y
2

2

  dx
dy   :  (7-9)  

(7) y x x 242 2
= + +  (8) y xy4 32

- = -

(9) x y 43
2

3
2

+ =

                 (10-12)  
.  

(10) , ,x xy y2 7 2 32 2
+ - = ^ h 

(11) , ,x xy y y6 3 7 6 1 02 02 3
+ - - - = -^ h 

(12) , ,sinxy y2 2 1 2+ = ` j 

. '' siny y x- =   sin cosy A x B x= +   :  A , B  (13)

. ( , )A 0 1         tan
cos

y x
x

1=
+

  dx
dy   (14)

( )f x
x

1
=    (15)

( ) ( )x f x f x4 3 02
- =''  :   

( )f x
x1

1
2=

-
   (16)

( ) ( ) ( )x f x xf x f x1 6 6 02
- - - ='' ''' '^ h  :   

8  sin cosy x x x= +'

 cos cos sin cos siny x x x x x x x2= + - = -''

 sin sin cos sin cosy x x x x x x x2 3= - - - = - -'''

 siny y x2+ +''' '

 sin cos sin cos sinx x x x x x x3 2 0= - - + + + =

9  = =( )
( )

; ( )
( )

;f x
x

f x
x1

1
1

2
2 3

- -
' ''

 ==( )
( ) ( )

!f x
x x1

6
1

3
4 4

- -
''''

85
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